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内 容 提 要 


本 书 介绍 “代数 拓扑 学 "的 基本 
知识 , 其 中 第 一 章 基本 群 、 第 二 章 徐 
盖 空 间 、 第 三 章 单纯 同调 群 、 第 四 章 
同调 序列 等 ,是 主要 内 容 。 至 于 高 维 
同 伦 群 ,奇异 同调 群 、 上 同调 等 , 则 作 
为 补充 知识 在 第 五 章 加 以 介绍 。 而 
本 书 所 必 备 的 \ 有 关 交 接 群 方面 的 代 
数 知 识 , 则 作为 附录 编 入 ,以 供 参考 。 


前 吉 


拓 守 学 的 中 心 癌 题 是 拓扑 空间 的 分 类 问题 , 即 以 同 
胚 的 空间 归 为 一 类 。 因 此 , 类别 两 个 室 间 是 否 同 胚 乃 基 
本 而 且 重 要 的 。 要 证 明 两 个 丘 扑 空间 同 肥 , 一 个 办 法 是 
找 出 两 个 空间 之 间 的 一 个 同 胚 映射 ,一般 说 来 ,这 是 相当 
困难 的 。 因 此 从 嚼 一 方面 考虑 , 即 从 证 羽 两 个 空间 是 不 
同 胚 着 手 。 办 法 是 通过 某 一 个 拓扑 性 质 来 答 验 。 如 果 某 
一 拓扑 空间 乓 有 某 个 拓扑 性 质 , 而 勇 一 个 拓扑 空间 则 不 
有 具有 该 性 质 ,从 而 判定 该 两 个 拓扑 空间 不 同 肛 。 这 穆 以 
拓扑 性 质 检 验 两 个 空间 不 同 豚 的 方法 是 很 有 效 的 。 和 到 用 
点 全 拭 扑 学 所 引进 的 拓扑 性 质 欧 概念 ,可 以 作为 判别 两 
个 空间 不 同 甩 的 依据 。 例 如 直线 与 平面 不 辐 且 ,因为 前 
者 去 掉 一 点 后 是 一 个 不 连通 室 间 ,而 后 者 去 掉 一 点 仍然 
是 连通 的 。 又 如 通过 紧 致 性 概念 可 判定 二 维 欧 开 空间 
民 ? 与 二 维 球面 5S? 不 同 胚 , 因为 前 者 非 紧 致 而 后 者 是 紧 
致 的 。 就 而 即使 很 简单 交 空 间 , 例如 图 总 和 图 环 、 二 维 球 
面 和 环 面 ;通过 点 集 拓 扑 所 引进 的 诸多 拒 扑 性 质 概念 , 包 

. 工 ， 


括 紧 致 性 .连通 性 、 分 离 性 等 革 ,都 不 足以 把 它们 加 以 区 
分 。 因 此 需要 以 不 同 的 方法 ,对 拓扑 空间 引进 新 的 拓扑 
不 变性 概念 ,用 来 判定 两 个 拓扑 空间 的 不 同 胚 。 这 种 新 
的 方法 是 从 拓扑 空间 引进 某 些 代数 结构 ,而 且 所 引进 的 
代数 辣 攀 具有 拓扑 不 密 性 。 从 而 利用 联系 拓扑 空间 的 代 
数 辣 祝 的 差别 ,来 判定 两 信 括 抢 空间 的 不 同 且 。 候 数 扰 
扩 学 就 是 研究 与 丘 扑 空间 相 联 系 的 、 括 提 不 灾 的 代数 结 
构 的 理论 。 

本 书 介绍 代数 拓扑 学 中 最 主要 的 概念 : 同 伦 与 同调 。 
内 容 血 括 基本 群 . 履 盖 空 间 、 单 纯 同 调 群 . 旭 对 同调 群 与 
同调 应 列 等 基础 知识 。 并 杷 高 维 同 伦 群 . 彰 异 同调 群 、 上 
同调 车 作为 补充 知识 加 以 介绍 。 至 于 有 闫 交换 群 的 代数 
方面 基本 知识 则 作为 附录 编 入 , 愉 供 参考 。 

本 书 的 出 版 ,得 到 厦门 天 学 数学 系 梁 益 兴 教 德 和 大 
门 天 学 出 版 社 副 编 审 吴 天 祥 同志 的 支持 和 帮助 ,作者 对 
他 们 表示 袁 心 的 感谢 。 

本 书 是 作者 多 次 讲授 代数 拓扑 这 门 课 强 的 部 分 讲 
稿 ,加 以 修改 整理 而 成 , 可 作为 代数 拭 扑 学 的 入 门 教材 或 
参考 书 ,由 于 水 平 所 限 , 不 有 要 或 错误 之 处 难免 , 希 读者 给 
子 批评 指正 。 
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第 一 章 ”基本 和 群 


代数 拓扑 中 的 一 个 基本 概念 是 同 伦 , 它 源 自 函 数论 所 涉及 的 
问题 . 设 XX 是 R? 的 连通 开 子 空间 , 两 个 实 函 数 f(x,y) 与 g(x， 
y) 在 X 中 连续 而 且 偏 导数 也 连续 ,考虑 微分 形式 fdx + gdy 在 X 
中 从 点 Po 到 Pi 的 一 条 分 段 光滑 曲线 C 上 的 线性 积分 1 fdx + 
gdy, 一 般 而 言 , 它 不 但 与 端点 而 县 与 曲线 的 选取 有 关 , 然而 有 些 
微分 形式 却 与 曲线 的 选择 无 关 , 后 者 亦 即 与 沿 X 中 任 一 闭路 的 积 
分 为 零 是 等 价 的 ,一 个 基本 
的 结论 是 : fdz + gdy 是 正 
合 的 ( 即 某 函 数 的 全 微分 )， 
其 充 要 条 件 是 该 积分 与 路 
线 的 选择 无 关 , 注 意 到 fdx 
+ gdy 的 正 合 性 , 就 是 存在 
一 个 连续 且 偏 导数 也 连续 
的 函数 w(z,y) 使 得 de = 
fdr + gdy. 这 时 uy = g, ws 
= 了. 因此 有 关系 式 8; = 
然而 , 反 过 来 , 若 f= gr, 并 


不 能 保证 fdxr + gdy 是 正 
图 1-1 各 的. 


“2. 肛 数 而 从 学 昼 论 


ET 


如 图 1 一 1 所 东 , 设 关 为 半径 分 别 等 于 二 和 壮 的 同心 圆 之 加 
的 图 环 区 域 , 即 


上 
和 =- je < 


考虑 微分 形式 /dz + gdy, 其 中 了 = 二 = 二 这 时 大 > 
,但 是 沿 Po 到 P 的 两 条 线路 C 与 C; 的 积分 不 相等 . 因为 沿 
半路 C=C,- Ca 的 参数 化 x = cosf, y = sint(o 世 1 坊 27) 的 积分 
jfdrtgdy = 2 加 dt=2r 天 0. 这 是 由 于 X 中 的 闭路 C 包含 一 
个 酒 .路 线 C, 不 能 在 六 中 连续 地 变 到 Cs, 或 是 说 汀 路 C 不 能 在 
和 中 绾 为 一 点 .这 个 要 求 就 是 灾 用 Green 定理 于 关系 式 .fdx + 
dg 一 (8, 一下)drdy 时 ,必须 要 求 闭路 C 及 其 内 前 都 落 在 天 
之 中 .上 面 提 到 的 击 线 的 连续 变形 就 是 民 伦 报 念 的 来 源 . 


$1 道路 的 司 伦 


定义 ”从 特殊 的 拓扑 空间 :单位 闲 线 奴 [= 0, 4 到 一 般 拓 扑 
空间 了 的 连续 映射 f: 了 一 开 称 为 和 中 的 一 条 道路 . A0O) 与 六 1) 
分 别称 为 流 道 路 了 的 起 点 和 终点 ;映射 了 称 为 连接 了 (0) 与 4(1} 
的 一 条 道路 . 而 该 映射 了 的 像 AD, 1 ) 刚 称 为 科 中 的 一 条 虽 线 . 

从 给 定 的 道路 , 可 作出 新 的 道路 ,我 们 有 如 下 的 

引 理 1 (1)f:I 一 X 是 X 中 的 一 条 道路 , 则 (1)= 了 (1- 1) 
:T~X 也 是 一 条 道路 ， 

{2) 设 f,g 是 X 中 的 两 条 道路 , 且 了 的 终点 是 g 的 起 点 , 则 
fxg:[ 一 XX 南 
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二 


2 
Frett)= | 1 
g{21 一 Df 
所 决定 的 映射 也 是 一 条 道路 
证 明 :， 《ID 因为 f: 1 一 外 连续 ,而 1 一 1 一 t(0&t1) 是 1 一 
了 的 连续 映射 ,因此 两 个 连续 映射 的 复合 Fi- +1);T 一 x 也 是 连 
续 的 , 即 f(1 一 疏 也 是 一 条 道路 . 
2) 因为 /21《0St 才 和 放 ) 和 gC24 -中 ( 生 必 41) 艾 闯 续 ， 
而 且 f* gfD)=A(2t)1-o= 7(0), Fxg(l)=g(2t -1) .= 
8!1) 都 是 确定 值 ， 并 且 注 足 条件 /站 (0) 由 点 集 拒 扩 中 的 粘 
合 引 理 ,Fxg 也 悬 1 到 X 的 道路 .1 
定义 地 称 为 了 的 间 道 路 ;F* sg 称 为 道路 /与 g 区 乘积 道 路 . 
定义 设 了 与 g 是 具 相 司 端点 的 道路 , 即 (y= 8g(0), FI1) = 
2811) ;如果 存在 连续 映射 F:TX TI 和 满足 Fi = FazECtI)= 
Et 而 且 FKQ, 5)= A =g00) = roe XFS) = f(1) = gl) 
=xieX,se1. 则 称 X 中 的 道路 和“ 是 司 伦 的 .或 丈 了 与 g 是 等 价 
药 . 记 为 f 一 8 或 [eg ~g. 这 电 也 称 下 是 到 8g 的 一 个 同 伦 或 伦 移 . ( 参 


4 化 琢 病 大 党 3/ 论 


阅 图 1 ~2) 
直观 意义 即 在 x 中 存在 着 从 曲线 (1 ) 到 g(z) (0 所 1 志 1) 的 连续 
变形 . 

注 有 时 为 了 明确 同 伦 的 道路 在 :=0, 1 处 具 相 同 的 端点 ,也 
用 记号 了 全 8 rel(0,1). 或 称 与 g 相对 于 端点 0 和 1 是 同 伦 的 ， 
注意 到 这 样 的 同 伦 下 满足 F(0,s) = f(0),F(1,s)= F1)， 

引 理 2 (1)f 一 了 rel(0,1);(2) 若 /~~g rel(0,1), 则 g~f rel 
(0,1);(3) 若 f~g rel(0,1), 且 g~h rel(0,1); 则 /~h rel(0,1). 

证 明 (1) 设 1 一 X, 则 Flr,s)=f(1),sel 是 从 /到 的 
一 个 同 伦 . 

(2) 设 F:Txt 一 和 是 广 与 g 的 同 伦 , 则 F(1,s)=F(z,1 
一 s),tel,sel 是 g 到 /的 同 伦 . 

(3) 设 /地 g,g 守 h, 定 义 有 H:ITX1*X 为 


F(1,25),0< < 
H(t,s)= 1 ;0<:s1. 
Glt,25 -1), 5s 


当 := 主 ,F046D)=g(4), G01,0)=g(1), 根 据 类 合 引 理 ,五 
(z. 5s) 连续 .而 且 H(i,0)= 了 (2), H(z,1)= 有 h(t), tel. 所 以 日 
(2,s):IX1I 一 X 是 f 到 kk 的 同 伦 .1 
据 此 ,道路 f: 1 一 X 的 同 伦 概念 是 等 价 性 概念 . 我 们 称 与 上 
等 价 的 全 部 道路 为 道路 的 等 价 类 (或 向 伦 类 ), 记 为 [了 ]. 
一 对 同 伦 的 道路 与 另 一 对 同 伦 的 道路 的 相应 乘积 道路 是 否 同 
伦 ? 我 们 有 

引 理 3 设 fo~fi,go~g1; 而 且 fo(1)= go(0), f1(1)= gl 
(0); 则 fox go~ fi* a 
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上 


证 明 如 图 ;3 所 示 , 设 太守 六 ,go 全 854; 定 文理 :Tx IX 


24,5),0< 
为 Hti， P20 0<sE1. 


图 1-3 


因为 当 += 二 ,FQ 6) = fo(1), G0, 5s) = gel0), 由 精 合 引 理 ,本 
连续 .此 处 ， 


[FQ = (02.0<1<+ | 

H{r,0)=4 1 = fo* got1), 
[G2 -1,0)=g0(2t" D, ieee 
F(221)= 方 (20,0<t< 半 

H{:,1)= 1 =f.* g(t) 


G2 -1,1) = g1(2t—1), 
因此 所 x* go ~ 站 * 即 相 应 的 交 职 才 道路 属于 同一 个 等 价 类 
xgl-t 

定义 ”道路 等 价 类 [由 与 [g) 的 乘积 属于 同一 个 等 从 类 


所 t! 


苍 靳 耗 孙 学 弄 论 


[UD 


人 


9.0) 中 [ea] 全 
图 1-4 


[For 
《了 < 是) 用 [一 | sy 
| 


r 
TO2r), te 


fs{g*h)lt)=* gt4: —2), 


i -3) 


1 
tty 


Leg]. 

一 般 而 言 , (三 * g)* 记 关 
Jw(gxa), 卜 道路 的 乘积 
洪 足 结合 律 ,然而 我 们 有 

引 理 4 设 f .gh 是 义 
中 的 三 兼 道 路 ,而 且 7(1)= 
EL0), g{1)= (0), WF * g) 
*h~f*lg*nh). 

因此 (CUP Le = 开门 
(fg [4]), 即 道路 的 等 价 类 的 
乘积 满足 结合 律 . 

我 们 有 如 下 的 乘积 道路 : 


LL, 
,4 


1 


一 


(3 


mn 1) 
3! 


4 二 ,3 


3 


如 可 1 一 4 所 示 , 按 照 分 眉 线 性 变换 作出 一 个 同 伦 下 :fx 了 一 


站, 由 下 式 所 决定 : 


第 一 章 。 基本 群 .7 


CE 


s+1 
4 


各 ,osc<s 


FO) eld -sD), lc? 
2), 121 
! 2—s 4 ， 
它 由 满足 条 件 F(t,0) 
Lz) 所 决定 .1 
引 理 5 设 f 是 苹 中 从 x 到 yy 的 道路 , 则 e.*#/ 一 了 而 且 fx， 
一 下 此 中 与 e 分 别 是 常 值 道路 x 与 y. 因 此 [e,] [f= [fe,). 
证 明 ”如 医 1 一 5 所 示 , 作 出 一 个 同 从 FF:Ix [一 X 由 下 式 所 
决定 : 


=(f #8) wh, Flt 1)= fx (gp 


Fli,:) = 


它 满足 条 件 F(:,0)=e, * 六 
F(t,D)= FAST F{0, 5)=e, 
= (0), PO 5)= AD 因此 cy 
一 所 即 [ec] [ 门 = [月 . 同 理 可 证 
明 [fjle;= A. 

引 理 6 设 f 是 XX 中 以 x 
为 起 点 , y 为 终点 的 道路 , 则 序 
1 ~6; 且 #f 一 ey 因此 2 (站 = 
tel, (FF = [e,). 

证 明 ”我 们 只 证 明 序 一 er 
图 1 -5 同 理 可 证 明 六 一 。 


8 汽 数 机 姑 禾 列 花 


fit = F027 27), LS1<1 
Gn c(t, OX1&l. 
我 们 作出 一 个 同 伦 
UJ», 


Ch Fi t=7 FE 
1—s 


(11 


1 Errl stl 
它 满足 亲 件 F(z,0)= FF* 1)， 
Fl1,1)=e(7).1 


《全 i 


$2 其 本 君 
一 盘 鸭 道路 , 由 于 定点 与 终点 去 同 , 情况 较 复 条 , 现 左 考 虑 一 


定义 道路 :1 一 XX, 当 人 它 满足 KK0) = 天 1) = zoz 歇 , 即 起 点 
与 疼 点 重合 ,这 时 称 是 X 中 以 xo 为 基点 的 闭路 (或 回路 让 

从 上 节 得 知 , 每 条 闭路 /次 定 一 个 闭路 等 从 类 [用 ,我 们 将 X 
中 泌 x6 为 基点 的 闭路 等 做 类 集 台 记 为 wj (XX, zo). 

上 节 中 有 关 道 路 等 价 类 的 性 质 , 双 闭路 等 价 类 当然 也 成 立 . 因 
此 ,对 “月, [g], [Rler(X,xo), 由 上 节 引 理 4、 引 理 5 和 引 理 6， 
则 下 列 三 个 结论 或 立 ， 
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(1) 它 们 的 乘积 是 可 结合 的 , 即 ([ 月 [8])G = (tg] [hl). 

《2) 每 个 闭路 等 价 类 的 左 ( 右 ) 北 元 相等 ; 即 ( 有 (了) = [ 刀 [ 故 
= 【ei,] ,此 中 ex 是 以 ro 为 基点 的 常 值 闭路 . 

(3) 以 re 为 基点 的 闭路 等 价 类 具 唯 一 的 恒 等 元 [er,]; 即 
[e[ 站 =[ 门 [ec]=L. 

从 此 得 出 

定理 ”xi(X, xzo) 关 于 闭路 等 价 类 的 乘积 构成 一 个 群 . 

定义 群 m(X,zo) 称 为 X 中 以 ro 为 基点 的 基本 群 , 或 
Poincaré 群 ,或 一 维 同 伦 群 . 

定理 ” 设 x, ye X, 车 存在 XX 中 从 x 到 y 的 一 条 道路 , 则 
mi(X,z) 与 ri(X,y) 同 构 . 


证 明 设 存在 和 中 从 
到 y 的 一 条 道路 y: 了 TI 一 X, 满 足 
7(0)=xz,7(1)=y; 则 Y 是 X 
中 从 y 到 xz 的 一 条 道路 .如 图 1 
-7 所 东 , 对 于 基点 在 + 处 的 
任 一 闭路 f, 对 应 着 以 y 为 基点 
的 闭路 y* 了 x 7, 而且 当 以 x 
为 基点 的 两 条 闭路 了 与 g 是 同 
伦 的 , 即 了 ~ g; 则 相应 地 有 7 
x 了 fxY~Yx*g*Y, 因 此 [ 几 与 
[7x* 了 * 7Y] 的 对 应 是 完全 确定 
的 ,与 [让 的 代表 选择 无 关 . 我 们 把 这 样 的 对 应 记 为 7 , 即 

yf [yx fa*N. 
因为 Yo (ULP])= [yx fxY*y* fx 


图 1-7 
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= Yr fy fx 7 [fy. LA 
所 以 yuimt(X,z)-xi(X,y) 是 一 个 同 态 . 同 理 ,由 了 也 决 定 了 以 
? 为 基点 的 闭路 等 优 类 到 忆 为 基点 的 闭路 等 价 类 的 同 态 , 即 
7. [ 门 = (yx 了 * 习 所 决定 的 同 态 
Ym (NX, yn (x, x), 

容易 验证 YY. XT YY 
ifX, y) 都 是 恒 同 同 态 . 因 此 Y, 是 满 单 射 , 即 xi(X,z) 与 mi!X， 
习 同 构 . 4 

推论 设 蕊 是 道路 韦 通 空间 , 则 对 后 意 两 点 x, ye X,x.(、 
zr 和) 

据 此 ,对 道路 疾 通 空间 , 它 的 基本 群 与 基点 的 选 笃 无 关 , 所 以 
可 葡 记 为 (XX). 

定理 设 % 是 拓扑 空间 XX 到 Y 的 连续 瑞 射 , 则 gq 诱导 出 一 个 


pu (KR rR, tr)). 
17 证 明 如 图 1-8 所 示 , 对 和 中 以 x 为 基点 的 闭 
\? 路 /在 9 之 下 上 映 为 中 以 oz) 为 基点 的 闭路 .我 们 
了 对 不 同 空间 的 连续 映射 的 乘积 用 记号 "表示 , 而 同 
一 空间 的 连续 映射 的 乘积 则 用 记号 ”“* "表示 ,于 是 有 
图 1-8 关系 式 
FO0= AD=r, p00) = pA1)= glx). 
设 与 g 是 中 以 X 为 基点 的 等 价 闭路 , 即 f~g, 则 存在 同 伦 
F:1xX1 一 外 满 挟 F(?,0)= 了 (Ee), F(t,1)= gt). 因此 peP(t,0) 
= 了 I) pF(r,1)=qeg(t)、 即 存在 同 伦 y:F:1x I 站 滞 得 


下 "了 一 下 有 
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从 此 得 知 ,对 [站 ex(X, xz) 决定 [pg 让 Ezi(Y, ptx)) 的 对 应 
与 [月 的 代表 的 选择 无 关 , 即 对 应 gp。 :mr (XX, x) 一 (YY p(x))， 
由 9, [ 门 = [yq* 几 完全 确定 .这 洋 的 对 应 还 满足 ;对 任意 的 [#1]， 
[fal sri(X, zx), 

pe) LF = pf f= pf fo = pf) 

x* (gf)) 
= [gfi(p: f=¢. CPP (LF)). 

所 以 ,是 由 y 诱导 的 同 态 , 称 为 g 的 诱导 同 态 . 上 

定理 设 ”:X 一 与 多 YY 分 别 是 近 扑 空间 惰 到 了 和 立 
到 Z 的 连续 映射, 则 (ye 9). = 名,* gp。 

证 明 个 为 g 与 是 连续 的 ,所 以 jg*p:XX 一 Z 也 是 连续 的 . 
于 是 锯 上 述 定理 , 存在 诱导 同 态 : 

Gn K, rn YY, pr)), pnt Y, plr) ni(Z, 
gplr)) 

(Cpr pr (KX ra (ZL, gor)). 

对 和 企 一 闭路 等 价 类 ( 门 e xi(XX, zy， 

(pp N= pA =p = 有) 成 立 、 
因此 (yq) =$ .pb 

定理 设 1x: 久 一 XX 是 拓 扩 空间 区 到 自身 的 便 同 映射 , 则 
ly. 是 zm(X,x)(zeX) 上 的 恒 同 同 态 . 

证 明 因为 1x(x)=x. 而 且 对 /1 一 Xlx*f=frlx=f; 所 
及 1 ,: xi 于 ,) 一 天 (和 .z) 是 恒 同 导 态 .二 

推论 设 p:X 一 Y 是 局 旺 , 则 p ,是 同 询 . 

证 明 设 pg 是 X 到 YY 的 同 是, 则 存在 局 胜 逆 g !:Y 一 X 演 
中 pg=1x,g*9 !=1y. 由 前 面 两 个 定理 , 则 存 


:12 化 癌 和 闸 和 学 31 论 


grip =1i,,8x rl=1y ,两 者 都 是 恒 同 同 态 ,因此 gp, 是 
同 构 .上 
注 从 此 ,如 果 m(X) 与 rif 轨 不 同 构 , 则 碟 与 了 不 同 胚 ， 


8$3 映射 的 同 伦 


现在 把 §1 的 特殊 拓扑 空间 单位 线段 了 扩充 为 一 般 的 拓扑 空 
间 , 从 而 引进 拓扑 空间 之 间 的 连续 映射 的 一 种 等 价 性 关系 ， 

定义 ”给 定 两 个 连续 映射 如, fi: 及 一 了 ,如 果 存 在 一 个 连续 
映射 F:XxI 一 了 满足 F(zx,0)= fo(x),F(x,1)= fi(x), ze 
习 . 则 称 与 fi 是 同 伦 的 .这 时 该 连续 映射 下 称 为 fo 与 f 之 间 
的 一 个 同 伦 或 伦 移 , 记 为 有 字 记 或 F: /一方 . 

如 图 1 -9 所 
示 , 对 每 个 te 00,1]， 
记 Flz,1)= f(z), 
则 闷 :XX 一 了 是 一 个 
连续 映射 . 因此 两 个 
映射 fo 与 有 是 同 伦 
的 直观 意义 即 i 的 
像 可 以 连续 地 变形 
为 1 的 像 . 
设 fo, 了 :XY 

是 同 伦 的 , 而 且 联 系 

这 两 个 映射 的 同 伦 对 子 集 4(CX) 的 任 一 点 在 变形 过 程 中 保持 不 


图 1-9 


变 ,于 是 有 如 下 的 概念 ; 

定义 ” 设 几 所. 广 , 记 : 和 YY 是 连续 映射 ; 妇 果 存在 和 与 
九 之 加 的 同 伦 F:XxT 一 了 使 很 对 任 一 : 1 Fiati)(rel) 
与 + 无 美 ; 即 F(zx.0)= fo(z), Piz,1)= 了 1(x),xe 久 而 民 对 一 
切 aeA 种 taf.F(a,t)= fo(a). 这 时 称 雇 与 帮 1 相对 于 A 是 同 
伦 的 ,该 爷 玖 FF 称 为 相对 于 A 的 伦 移 , 沁 为 志 ~firdA 或 户 
pi 

注意 到 办 一 广 与 万 训 帮 是 六 同 的 .例如 X= 了 A=i0,1}; 
设 fo 与 f1 是 【到 图 环 的 两 条 道路 , 当 该 两 条 道路 包 世 圆 环 的 上 
边界 圆周 于 , 访 一 记 可 以 成 立 ,而 大 吉 六 则 不 成 立 ， 

引 理 ”在 拓 姑 空 讼 X 到 了 的 连续 睦 射 集合 C(X, 了 Y) 中 , 关 
系 志 是 一 个 等 价 性 关系 . 

证 明 为 存在 着 连续 映射 F(z, ti= 7(r), 对 一 切 ze 工 成 
二 六 这 表明 关系 具 反 身 性 . 

其 次 , 爱 FF:f 了 一 8g, 即 存在 后 丛 F(zx,1):XxI 一 了 满足 
FUzy0)= fF(x.1})=&g, Flr,:t)= f(r), reA tel. 于 是 连续 蝶 
东 G(lx,t) = F(z,1-1): 了 XI 一 Y 也 是 连续 的 , 而 昌 它 是 g 
站 的 一 个 伦 物 , 说 明 关 系 吉 有 具 并 称 性 ， 

最 后 , 设 F:Y 而 8.G:B R75h, 则 连续 映射 开 : XXI 一 Y 南 


| 0 


H(z, 7) 1 
lece.2r-D, det 


所 决定 ,分 别 在 闭 集 -0, 地] 和 [ 子 , 站 上 连续 ,而 且 在 1= 卫 处 取信 
一 致 ,由 交合 引 理 ,日 (x. 0 连续 , 它 是 {xb 的 伦 多 , 汪 明 了 吉 具 
传递 性 
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根据 引 理 , 则 C(X,Y)} 在 ji 之 下 分 为 甘于 等 价 类 .其 中 有 特 
殊 的 一 次, 如 下 述 . 

定义 ” 当 连 续 映 东 产科 一 也 与 常 值 映 射 c:X 一 区 由 cr) = 
3oeT 了 ,ze 和 所 决定 者 是 同 伦 的 , 则 称 了 是 零 伦 的 

通过 连续 狼 射 的 同 伦 天 念 , 可 并 拓扑 空间 建立 一 积分 类 

定义 ”对 拓 补 空间 民 , Y; 如 里 存在 连续 物 射 f: XX 一 了 和 g: 
Y 了 一 芒 合 得 g:f 守 lx:X 一 革 而 攻 fog~1ly: YY 下, 则 称 X 与 Y 
是 同 伦 等 价 的 ,或 称 与 与 了 具 相 同 的 伦 型 .这 时 (相应 地 g ) 称 
为 具 启 伦 遂 sg 相应 地 亡 的 同 伦 等 价 性 

显 研 ,同上 胚 的 空间 必 有 具 相 同 的 沦 弄 ,但 是 反之 不 成 立 , 因 此 伦 
型 不 是 哲 朴 不 变性 .例如 R" 中 ” 维 圆 胡 Drfz >0) 与 一 点 jy 
DD* 不 同 胜 ,但 是 它 仿 具 胡 同 耸 型 . 因为 这 时 包含 映射 yy; 一 DD" 
(3eD7) 与 常 值 映射 c:D” 一 }y| 满 足 c*i=11,; 而 且 存 在 连续 狗 射 
F:D"xI>D" 由 F(x,1)=tr~(] 一 41)y 所 决定 是 D" x 了 一 DD" 
的 连续 映射 , 它 是 ie 与 Im 之 间 的 一 个 同 伦 - 

引 理 同 伦 等 价 关系 是 拓 站 空间 的 等 价 * 入 关系 、 

证 明 (1) 反 身 性 ,存在 1x:X 一 XX 满足 1x?1lx~1x, 所 以 XX 
与 自身 同 伦 等 价 . 

(2) 对 称 生 . 设 总 与 工 同 伦 等 价 , 则 在 在 f: XY,g :YY 一 
德 樟 产 g 一 1y,g*f 一 1Y. 这 西 个 关系 式 前 后 对 调 , 妈 表明 耻 与 筷 
周 伦 等 价 

(3) 传 递 往 . 设 六 与 Y 同 伦 等 论 , 划 存 夺 了: X 一 Y 了 和 g: YY 一 
XX 满足 fg 一 1y 和 g*f~1ly; 而 六 与 z 同 伦 等 价 . 故 存在 :YY 
一 Z 和 vw:Z 一 了 满足 a*wv~4 和 ww 一 1y. 因 此 ,(g*v ye(x*) 
~g"ly*f=g°f~1lx mA f(g vw) ly v= ur ol, 
证 明了 四 与 2 同 伦 等 价 . 1 
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根据 问 伦 等 价 的 琉 念 .拓扑 空间 可 按 伦 型 加 以 分 类 .其 中 特 奖 
的 一 类 如 下 

定义 ”车 空 可 X 与 X 中 的 一 点 同 哗 等 价 , 则 称 无 是 个 可 缩 
空间 . 

例 “>” 维 男 盘 是 可 综 的 ， 

例 R" 中 一 般 凸 梨 是 可 缩 的 ， 

例 对 圆柱 C= 1fzyz)eR3lzr- 风 =1 一 1 甩 z 近 1 与 
圆周 S'= 1(x,y,z)ER’ |x?+ y=1,z=0;, 包 含 锋 射 1: Si 一 
和 r:C 一 5 由 r(zr,y,z)=(x,y,0) 所 决定 ,满足 ri 一 1;: Si 一 
S51 而且 i?r 一 1,; 因 为 存在 FiCxI=C 由 F({x,y,x),1)= 
(zx,y, tx) 所 决定 的 连续 映射 ,因此 C 与 5- 是 同 伦 等 价 的 . 

现在 引进 下 面 的 一 些 慨 念 ， 

定义 设 A 是 拓扑 空间 XX 的 子 集 ,如果 存在 连续 映射 :XX 
一 六 满足 ria = 14:; 则 映射 + 称 儿 收缩 (映射 ), 这 时 A 称 为 无 的 
一 个 收缩 核 . 

定义 设 ACX, 如 果 存 在 一 个 收缩 r:X 一 六 满足 er~1x: 
X 一 XX, 此 中 :A 一 区 是 包含 据 射 ,r+i=14, 则 称 4 是 和 的 变形 
收缩 核 . 

例 图 周 是 司 柱 的 变形 收缩 核 ， 

变形 收缩 核 必定 是 收缩 该 ,但 反之 六 成 立 .例如 常 值 觅 射 rw: 
X~ roeX, 则 xo 是 X 的 收缩 核 ; 但 外 不 一 定 可 缩 为 一 点 rzo, 即 
xz 不 一 定 是 X 的 变形 改编 沪 . 

定义 ” 设 ACX, 如 里 存 硅 一 个 妆 缩 7: 太一 和 4 洪 足 i*r zr 
1x:X-X, 即 在 变形 过 程 中 , A 的 点 保持 不 动 ,出 称 A 是 区 的 强 
变形 收缩 核 : 
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例 柱 C 收缩 为 圆周 S! 时 , 在 过 程 中 S' 上 的 点 变动 或 
保持 不 变动 , 则 S! 分 别 是 变形 收缩 核 或 强 变形 收缩 核 . 

上 一 节 曾 导出 两 个 折 扑 空间 之 间 的 连续 映射 诱导 出 它们 的 基 
本 群 之 问 的 诱导 同 态 .不 同 的 连续 映射 诱导 出 不 同 的 诱导 同 态 , 特 
当 两 个 拓扑 空间 之 间 的 两 个 连续 映射 是 同 伦 的 , 则 相应 的 诱导 同 
态 必 存在 一 定 关系 .我 们 要 证 明 它 们 之 间 相 差 一 个 同 构 . 

定理 ” 设 连 续 映射 p, %; X 一 Y 是 同 伦 的 , 具 同 伦 下 :XxI 
一 Y, 对 zoe X,p(zo),y(ro)e Y, 下 满足 F(z,0)= pt(i)， 
F(x,1)=y(t), 设 yY:I=Y 是 Y 中 从 g(xo) 到 y(.xo) 的 道路 ,由 
Y(s) = F(zxo,5) 所 决定 , 则 p,m(X, To) 一 mu(Y, g(xz0)) 与 
网 。:T1(X， xzo0) 一 ri(Y,g%(ro)) 满 足 关系 式 风 .=y,p: ,此 中 > 
是 由 > 决定 的 my,P(zro)) 一 xi Y,%(Cro)) 的 同 构 . 


图 1-10 
证 明 如 图 1- 10 所 示 , 设 了 是 X 中 以 ze 为 基点 的 闭路 , 其 
等 价 类 为 [ 廊 , 则 多 ([ 有 六) = (人 门 ,y pr (Cf))= [7 x 
(9°f)* 7). 
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国 1-1] 
如 图 1-11, 直 于 硅 Y 中 存在 一 个 同 伦 坊 :I x I 一 Y 满足 $*f 一 
(7 psp)wy rel(10,1 由 


F[zo1-d4t- ,0OS< 二 


BCbs)= 41 ， 


[ear20 oa .ere 
所 决定 . 它 满足 
HUIEO=(7 x (gf) #70)), HG, 1)= (es ¥ (gf)* 
er)(0D, HU =F(zeD= Ylzo). 因 此 .与 9. 闻 构 .1 
定理 设 天 与 Y 具 相同 的 伦 型 , 则 它们 的 幕 本 群 同 交 . 
证 明 设 苹 与 YY 具 相 同 的 伦 型 , 则 存在 着 连续 喘 射 p 与 风 
满足 
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BpTlxXTX, ply: YY 

由 上 述 定理 , 存在 同 构 Y.(Y 是 连接 xo 与 g* p(x0) 的 道路 ) 
使 得 y.(%*9)。 = 1x《〈 恒 同 同 构 ). 因 此 风 .*9 ,是 同 构 . 同 理 可 
证 gp." 电 "也 是 同 构 , 从 此 p、, 世 .都 是 同 构 .【 

推论 ” 同 胚 的 空间 ,其 基本 群 同 梅 , 

例 圆柱 面 、 穿 孔 的 平面 、. 圆 环 ` Mabius 带 等 都 是 与 圆周 3 
有 具 相同 的 伦 型 ,所 以 它们 的 基本 群 是 相同 的 . 

例 可 缩 空间 与 单 点 空间 具 相 同 伦 型 ,而 单 点 空间 的 基本 群 
是 平凡 群 ,因此 可 缩 空间 的 基本 群 是 平凡 的 .然而 基本 群 为 平 几 群 
的 空间 不 一 定 可 缩 . 

定义 ”对 道路 连通 空间 X, 如 果 它 的 基本 群 是 平凡 的 , 则 称 
所 为 单 连通 空间 . 

注 可 缩 空间 必 为 单 连通 空间 ;而 单 连通 空间 不 一 定 可 缩 , 例 
如 球面 S?. 

定理 设 空间 六 具 开 覆 盖 { Vi 满足 门 V 取 0, 其 中 每 个 Vi; 是 
单 连 通 的 ,而且 对 ;过 六 局 人 太 是 道路 连通 的 , 则 X 是 单 连通 的 . 

证 明 因为 每 个 开 集 V, 是 单 连通 的 ,当然 也 是 道路 连通 的 . 
它们 的 交集 非 空 ,也 是 道路 连通 的 ,因此 X 是 道路 连通 空间 ， 

于 是 ,对 任意 的 zxos 站 V,, 只 须 证 明 m(X, xzo) 是 平凡 群 即 完 
成 定理 的 证 明 . 也 就 是 说 ,对 任 一 个 等 价 类 [a] Em(X,zro), 此 中 
ciTX 是 以 zo 为 基点 的 闭路 ,只 须 证 明 [a = [er,] 即 可 . 

集合 ia“!1( Vi)| 显然 是 了 的 开 覆 盖 . 由 于 了 是 紧 致 的 ,因此 有 
一 个 Lebesque 数 e>0, 当 工 的 分 割 1ro, ty， ,tn| 满 足 [i， 
如 +1 < 时 , 则 a([g, 志 71] 忆 某 个 Vi 中 , 现 令 ai(s)=a((1-s) 
tt seE TNMLael = (ao x er # en- 由 于 VN VY, 
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道路 连通 ,因此 有 一 条 从 ze 到 ati,) 的 道路 p, 落 在 Vi. NN Vj 之 
中 ,因此 
[a) = (a0 % pi ¥ pl¥ ty pz ¥ pa eee Da pr 1* 

on- 

= [ox pi pr* ar * pa] eee Cos -1 * en- 
上 式 右边 每 个 因子 都 是 落 在 单 连 通 集中 的 闭路 等 价 类 , 它们 都 与 
基点 xo 的 同 伦 类 等 价 , 即 [p,* ax p41] = [er .因此 Le]= 
Les) eee [ej=[e).l 

例 对 S"(n 字 2), 取 U=S"-1Po},V=S"-|-Pol;Po, 
一 Po, 是 S” 的 一 对 对 径 点 . 则 U 与 V 均 为 单 连 通 的 ,而 生 UNV 
是 非 空 的 道路 连通 空间 , 由 于 UU V = 5”, 所 以 S" 是 单 连通 空 
间 , 困 此 xi(S")s 101 

定理 ” 设 X,Y 为 两 个 道路 连通 空间 , 则 X x Y 的 基本 群 与 
X,Y 的 基本 群 的 直 积 同 构 . 

证 明 因为 投影 p: XXY 一 X 和 g:XxY 一 了 都 是 连续 的 ， 
所 以 它们 诱导 出 基本 群 之 间 的 向 态 

Prim(XX Y, (ro y0)) rm( Xx, zo) 
gu nA(XX YY, (ro yo)) mY, yo). 

现 定义 pin(XXY, (ro yo ri(X, xo) x ri(Y, yo), xo 
EX,yoeY 为 g[ 引 =(p. [9, [和 0)=([p*, (qr 们 ). 先 证 明 与 
等 价 类 的 代表 的 选择 无 关 , 即 ? 是 完全 确定 的 : 设 f 一 g, 则 存在 
连续 映射 F:Tx I 一 XXY 满足 F(z,0)= (1),F(7,1)=g(t)， 
F(0,s)= FO,s) = (xo,y0). 于 是 pF :TXI~X,gF:IxI>Y 
分 别提 供 两 个 同 伦 : p*f~p*g,q*f~q9°g, 因 此 pg[f)=(p, 
[fl,g. (A)=(p°f), (gf))=((p°g), (geg])= (p, [lg), 
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qa (g])= plg). 

其 次 证 明 p 是 同 态 :因为 p([f)[g))= pl[fx ej)=([pe(f 
*g)], Lge(f* g))=([pf* pel, [of * gg])=([pf)[p°g], (gq 
flgg])=(p, [fp lg) qs [fl qe [lg))= pf/) [le]. 

再 证 明 gp 是 满 同 态 : 设 ([f1), [f2]) Ex(X, ro)Xxm(Y, 
y0)) 令 fT 一 XXXY 为 AD = (74(0),f2(1), 此 中 poef= fi1,@* 
f=f2, 因 此 p[ 门 = lp ) 

最 后 证 明 9 是 单 同 态 : 设 p[ 门 =?[g], 则 ([" 门 ,0c* 故 ) 
=([p*g] [gg)), 因 此 pf~p*g,q*f~gg. 设 Fi:lxXI>X 
和 F,:IxI 一 Y 分别 是 上 述 的 同 伦 , 寺 是 F:IxI>XxY 由 F 
(= 人 RS F(t, 5)) 给 出 fg,B[f=[g).1 


$4 圆周 的 基本 群 和 提升 定理 


我 们 先 考察 一 些 简单 空间 的 基本 群 ， 

对 R* 中 的 凸 集 C, 任 一 闭路 :ITC, af0)= xoeC 与 常 值 
道路 e,e 是 同 伦 的 , 因为 存在 连续 映射 F: Tx [一 C 由 F(t,s)= 
(1 一 sj a(t) + sezo(t) 所 决定 .因此 x(C, xo)= 101( 平 凡 群 ). 

现在 考察 圆周 的 情况 , 因为 圆周 上 的 苇 路 可 以 直观 地 看 为 有 
限 长 的 绳子 绕 圆 周 若干 圈 , 如 图 1 - 12 所 示 , 单位 圆周 S: 可 看 为 
复 乎 面 C 上 的 子 集 . 以 1 为 起 点 绕 S! 若干 ( 设 为 2) 圈 的 闭路 作 
为 x:T-31 的 像 可 以 看 为 将 单位 线段 了 放大 n 倍 , y :I 一 Ri 由 
ys(?)=nt(neZ)(0 志 t 坟 1) 所 决定 ,与 p: Ri 一 S! 由 p(t)= exp 
(2xit), pln) 二 1 ne Z 所 决定 的 合成 映射 , 即 a= 户 "if S 
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从 此 可 知 , S! 的 闭路 等 价 类 与 绕 S' 数 ( 依 反 时 针 或 顺 时 
针 方 向 所 绕 的 圈 数 分 别 冠 以 正 号 或 负 号 ) 构 成 一 一 对 应 . 因此 
nS, DZ. 

为 了 给 出 上 述 结论 的 证 明 , 我 们 需要 下 述 的 一 些 结果 和 概念 . 

引 理 设 U 是 Si\ 11! 中 的 任 一 开 子 集 , 则 p10) 是 RR 上 上 
不 相交 开 集 {V+ wn1V 是 R 中 开 子 集 , ne Z1 的 并 集 , 其 中 每 个 开 集 
在 户 之 下 与 器 同 凸 . 

证 明 设 U= iexp(2xit),0<a<t<p 委 1 是 SIA |1| 中 的 开 
集 ,V=(a,6)CR 蚌 UU 在 pp 之 下 的 一 个 原 像 .而 V+tn=(a+n， 
5+n)(nHT7JE 2Z) 仍 然 是 在 p 之 下 U 的 原 像 ,每 个 Vt+a 与 U 
在 p 之 下 都 是 连续 的 满 单 射 .男方 面 ,对 R 中 任意 闭 集 W, 它 是 紧 
致 的 , 因此 在 p 之 下 是 S! 中 的 紧 致 集 .由 子 S! 是 Hausdorff 空间 ， 
所 以 紧 致 集 p(W) 是 闭 的 .从 此 即 知 每 个 V+n 与 U 在 p 之 下 是 
同 胚 的 . 

推论 如 果 :1 一 S! 非 满 射 , 则 了 是 零 伦 的 . 

证 明 设 zrgAr, 则 Sizl 是 SS: 中 的 开 集 ;而 且 有 某 个 
SET 使 =exp(2rxis), 于 是 Si = jexp(2xit),s 委 :和 1+s|. 因 为 
开 集 SIA zi 在 请 ! 之 下 与 (0,1) 同 胚 . 而 (0, 1) 是 可 缩 的 , 所 以 了 
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:1 一 S! 是 零 伦 的 .上 

定理 (道路 提升 定理 ) 对 于 任 一 条 道路 产 J 一 S ,以 0)= 
p*Y,(0)= p(xo)eS'. 则 存在 唯 -- 的 提升 道路 六 满足 (0) 
= xo€E 展 .这样 的 提升 道路 了 也 称 为 了 的 覆盖 道路 . 

证 明 对 主 S! 的 任 一 开 姑 盖 , 例 如 1 UI, U1, 其 中 Di 是 从 
1 出 发 以 反 时 钟 方向 沿 S 到 一 i 的 开 圆 弧 ,而 Us 是 从 -1 到 i 


的 开 贺 弧 , 则 ULU U2= S'. 于 是 p-1(UD) = 避 ,(n,n+ 主 )， 


p(y)= 避 _Cn -十 ,n+ 二 ), 其 中 每 个 开 区 间 (n,n+ 守 ) 和 


《x 一 二 ,n+ 十 ) 在 之 下 分 别 与 和 Ds 同 眶 ,11(UD, 1! 
(D2)} 是 工 的 开 履 盖 . 因 为 了 是 紧 的 ,所 以 存在 该 覆盖 的 Lebesgue 
数 8, 我 们 选取 了 中 的 有 限 个 点 ft ,0=to<ti<in<<t,=1 
满足 尼 ,, #714] < 0i 康 nn -14. 于 是 f((1, 4 411) 必 落 在 Ul 或 
UU 之 中 . 现 定义 了 :I>R 如 下 ;不 妨 假 设 xo 在 p !(U,)(i=1 或 
2) 的 某 个 开 集 连 通 分 支 现 中 , 即 zoe 琴 Cp (UU,)CR. 首 先 ,由 
于 道路 连通 集 的 连续 像 是 道路 连通 的 , 在 (to, t1] 上 定义 了 为 
态 ()=(p1。) 1f(4) .假设 六 :to,+1) 一 R 书 定 义 好 ,根据 道路 
的 连续 性 ,归纳 地 定义 六 [to, tj] 一 民 , 则 了 ([t4, dirt]) 忆 U, 或 
V3, 设 Wiii 是 二 (44) 所 属 的 p-!( UU,) 的 一 个 分 支 . 因 而 天 在 
[t+] 上 的 扩充 通过 天 (1) = (pl1wir1) f(z) 决定 之 ,满足 
忘 (uje Wi41- 于 是 任 一 个 扩充 上 映射 天 +1 必须 把 道路 连通 集 [4， 
t+ 也 映 到 殉 s :中 .由 于 W411 一 Ui(i 二 1 或 2) 是 同 胚 ,由 yx = 


(plwtsD -1 决定 的 Ye: C4v as 一 Wi 满足 六 办 = Lins 
2 ,现在 定义 
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四 
Ferilt) = 六 
加 [EAD 
由 于 诚 (&) = 六 (2》 根据 粮 合 引 理 , 天 1.: Lo, 坟 +1] 一 RR 也 过 
续 . 经 过 有 眼 次 扩充 , 即 确定 了 道路 了 :I 一 民 . 
现 证 明 唯 一 性 .假设 产 也 是 满足 pf"= 了 而 且 了 (0) = zo 的 道 
路 ,由 道路 了 一 产 :I 一 RR 满足 F(0) - 六 0) =0, 而 且 pt 了 -ff)= 


pat rE1. 表 上 明了- 了 是 具 常 值 1 的 道路 .而 p 仅 洗 整数 映 


为 1ES ,所 以 了 (71) -了 f(z) 等 于 一 个 整数 , (te 了). 由 于 了 是 连通 
的 ,因此 闷 #3 -了 (4) 仅 能 取 一 个 整数 值 , 即 仅 能 取 零 值 , 好 (+) 
=7(7).1 

根据 这 个 定理 , 当 /是 S! 中 以 1 为 基点 的 闭路 , 设 了 是 洪 足 
了 0 = 0eR 的 了 的 给 一 提升 道路 ,这 时 pC(1))= p-!1)e ZZ， 
所 以 天]) 必 为 束 数 . 

定义 7(1) 是 个 整数 , 称 为 计 路 /的 度 , 记 为 deg 了 . 

定理 【 属 伦 提 升 定理 ) 对 S! 中 道路 的 同 伦 F:1 x 1 一 S!, 存 
在 唯一 的 提升 同 伦 玉 :x 1 一 尺 洪 足 p=F 和 (0,0) = x6E 
,这 样 的 请 也 称 为 F 的 覆盖 同 沦 ， 

证 明 ”定理 的 证 明 与 道路 提升 定理 类 似 .对 5: 的 开园 羡 | Ui， 
U2|, 它们 在 之 下 的 完全 道 像 是 紧 致 空间 了 xf 的 开 歼 盖 , 该 黎 盖 
存 村 着 Lehesgue 数 6. 因 此 存在 点 到 4, 和 |s… ;0=i6<i<…< 
=10= so< 和 之 …< sm =1; 使 得 下 把 任 一 直径 小 于 8 的 窍 形 [4， 
zt X (a +1] 映 入 嘱 (i=1 或 2) 之 中 ,不 妨 假 设 ro 落 在 


-1( UD =1 或 2) 的 菜 个 开 第 连通 分 支 W 之 中 . 定 文 下 在 Cto， 
x [sn 可 为 (rs] =《plw) "1F(z,s). 如 同 构 作 混 天 道路 屠 
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样 ,在 水 平方 向 依次 扩充 到 [to, #41] x 【so, s1] 上 去 ,在 扩充 过 程 中 
注意 到 相 邻 小 矩形 公共 边 的 定义 应 吻合 ,这 样 终于 可 在 条 子 Ix 


[50,5 上 决定 让 .然后 在 [tas aa x [st sa] 上 定义 芭 注 意 到 在 [x 
[sos 与 Lao #1] x [st 52) 的 公共 部 分 上 取信 和 相同 .归纳 地 进行 下 
去 , 假设 下 已 经 在 4A= (1x [50, s])U(CUo ax [sy, 5,1]) 上 定义 
好 , 我 们 要 扩充 定义 域 到 
[ix Cs, sett] 上 
去 (如 图 1 一 13), 令 B 是 
A 与 [tt] xX [sy 
tl] 的 公共 边界 . 设 
FL X (sw 
srD) 昔 在 KUDG 
=1 或 2) 的 某 个 连通 分 
支 允 中 ,三 是 PCDD) 
包含 F(B) 的 分 支 ,我 们 
定义 下 在 (fsi]x 
[sy ss 为 六 ty) = (ps) IF(bs), 由 于 这 伴 定 义 的 下 与 原 
先 在 A 上 定义 的 在 闭 集 B 上 取 值 一 致 , 由 粘 合 引 理 保证 下 的 过 
续 性 ,这 样 的 归纳 扩充 ,把 下 的 定义 域 扩 充 到 整个 x 1 上 去 , 完 
成 了 三 的 构 作 . 

这 样 构 作 的 入 盖 同 伦 广 满足 p= F, 而 且 (0,0) ~ zo 是 只 
一 的 .假如 F" 是 男 一 个 满足 同样 条 件 的 神 盖 同 伦 , 则 同 伦 一 下 


图 1 一 13 
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满足 [下 -FF)K0,0) = FC0,0) - F(0,0) =0eRR, 而 且 p(F- PF) 


(25) = EC AT d= 下 8 = 1, 对 一 加 (fsJETxT 
人 


成 立 . 所 以 下 - F' 只 能 具 整 数值 零 , 医 此 基 = FF", 1 
定理 ( 单 值 性 定理 ) 设 fo 与 .是 S! 证 以 1 为 基点 的 等 价 
闭路 , 如果 它们 的 提升 道路 具 框 同 起 点 , 即 满足 志 (0) = 天 <0), 则 
方 (1) = 六 (1), 节 它 们 县 相同 的 度 、 
证 明 从 定理 的 给 定 条 御 , 即 知 有 与 5 之 间 太 一 不 相对 于 
:0, 的 同 伦 下 .根据 前 面 的 引 理 , 则 存在 稚 一 的 提升 同 伦 :7x 了 


一 及 满足 p 六 = 下 而 且 庆 (0,0)= 记 (0) = 方 (0). 因 为 F450)= 
Fl) =f(t), 而 且 所 :所 1, 者 是 闭路 ,所 以 Fl1, 5s)= FC0、 
= 70(0)= fi(0). 于 是 0) = 及 (2), FG, 有 = 记 (1), 这 时 
FU 5) 是 从 大 (4) 到 了 (1) 的 道路 ,因为 pC1,s)= Fl, 5s) =1, se 
二 而 连续 函数 天 (1, 9) 到 值 p11(1))eZ. 因 此 (1, s} 取 固定 的 束 
数值 ,所 以 元 CD = 六 CD .1 

注 上 述 定 理 的 滋 也 成 立 . 设 及 与 A 具 相 同 的 度 , 即 为 (1 = 
让 CD, 定 义 一 个 同 伦 E:Tx I 一 RR 为 FC)=(1- 有 (OD+ 
字 .(4), (4,5)E 1x 了 注意 到 对 每 个 se TF(1,s) 是 (0 与 JL(1) 
的 公共 度 ,因此 同 沦 p 记 .1x 1 一 S! 显示 而 与 让 在 S! 中 是 等 做 
的 . 

定理 x(S!,1) 才 Z 

证 明 我 们 定义 映射 g: rif St 1) 一 2 为 

gL) = deg(P) = 了 (1), 此 中 了 是 下 的 提升 并 满足 (0) = 
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0. 根 据 单 值 性 定理 , 9 与 等 价 业 的 代表 选择 无 关 , 所 以 p 是 完全 
兢 定 的 . 

先 证 明 g 是 同 态 : 即 deg {[fo]* (fF)}Y = deg([f0)) + 
degt {fF1)) 

设 加 与 六 分 别 是 起 点 在 0eR 的 所 与 fi 的 提升 道路 , 则 递 
路 FI 一 R 由 
局 24.9<t< 直 
FD 1 
[ftD + 21 -Ds<i<l 
新 决定 是 起 点 在 0 的 道路 fo * fi 的 提升 道 政 , 因 北 

ceg( fo #11)=F(1) = fo0(1)+f.(1)=degfo+ degf, 

=deg( fh] + deg[f1]. 

再 证 明 yg 是 满 射 . 设 "< ZZ, 则 S' 的 闭路 yY:I*S' 由 Y(t)= 
exp(2xint),tel 所 决定 , 其 虱 盖 道路 y, :I 一 R 由 t-*nt,tel 所 决 
定 , 忆 此 deg [Y= 

最 后 汪 明 是 单 射 , 设 e(E) = D, 即 deg(f)=0 或 1)= 
了 .由 于 及 可 缩 ,所 以 f 一 ae 及 中 在 吕 处 的 党 值 道路 ), 因此 有 一 个 


同 伦 F:IxTR 满 中 Et 0) ,F(t 1)=0eR, Ti 有 ECO,s) 
=F(1,s) = 0eR. 这 详 的 同 伦 是 F(t,s) = (1 -iD +seo, 于 是 
pFE;ILX IxS! 稍 居 pFCt0) = 7) = ft) pF, 1)= peo= 
IS pF s)= PE =leS', 因 此 /一 el, 北 中 表示 SS! 


在 1 处 的 常 值 道 路 . 巾 [ 站 =eientS',1).4 
例 设 T=Si> Si, 刚 zw(T) 守 ZXZ. 
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85 应 用 


定理 设 4 是 空间 X 的 变形 收缩 核 , 且 roE A, 则 xi(X, 
xo) ri(A, ro). 

证 明 由 $3 可 知 ,A 与 X 具 相同 的 伦 型 ,所 以 它们 的 基本 群 
同 构 .在 此 以 男 一 种 方法 证 明之 ， 

设 昌 :XxI 一 XX 是 X 到 A 上 的 变形 收缩 , 即 厅 满足 H(zx,0) 
=zeX, H(z,D)eA, H(a,t)=a,aeA, tel. 

于 是 当 了 是 久 中 以 xo 为 基点 的 闭路 , 则 HH(Cf(4),1) 是 A 中 
以 ze 为 基点 的 闭路 . 我 们 定义 hh: ri(X, xo) 一 L(A, zo) 为 
ALA)= [HCf(4),1)), 于 是 对 [1), [glexn(X, xo), 

A([A Lg))=A(f* 8)= [HC * g(t),1)) 

=[H(f(D),1) * Hlg(2),1)) =h([A Dh( Le)). 

所 以 大 是 一 个 同 态 . 而 H(A(r), 1 等 价 于 HH(f(z),0) 作 为 X 中 
的 闭路 保证 是 单 射 ,此 外 , 设 [Yjemi(A, zo), 则 7 决定 xi(X， 
x0) 的 一 个 同 伦 类 也 记 为 [7). 由 于 五 保持 A 的 点 不 动 , 因此 
h([7))= H(Y(2),1)= (7, 表明 把 ri(X, xo) 映 满 xo(A， 
Xx0) .所 以 是 一 个 同 构 . 1 

定理 (Brouwer 不 动 点 定理 }n 维 球体 D" 到 自身 的 连续 映 
射 至 少 有 一 个 不 动 点 ， 

证 明 当 n=1, 这 时 1 维 球体 D! 可 表 为 x? 志 1, 它 除了 一 个 
同 胚 之 外 ,可 用 了 = [0, 1 代表 之 .这 时 的 问题 化 为 f: 1 一 1 必 有 
ze 了 满足 F(z)=x- 如 果 不 然 的 话 , 设 FCz) 关 rzreT. 


0 fz) > 
于 是 存在 g:1 一 |0,1| 自 g(x)= | 人 ”zaf 所 决定 , 
1. Fr) < 
大 1 下 >|0.11, 这 时 g* 了 :1 一 }0, 11 连 绪 , 旬 是 了 运通 ,而 


0, 1 不 连通 , 得 出 政 盾 ,这 表明 g 不 存在 . 


当 n=2,2 维 球 体 D? 可 表 为 

T+ zz 和 1. 如果 六 zx) 关 7, 则 

从 Fr) 到 z 的 连 线 与 S = 3 万 ? 

， 交 于 点 g(z)( 如 图 1-14 所 未 ). 
人 5 当 xeSt f(z) 志 St. 这 时 得 出 
g(z)》= 并 这样 定 义 的 g: DD 一 DD? 

是 连续 的 ,于 是 我 们 有 下 列 交换 图 


其 中 i 是 包含 暴 射 , 记 表明 S' 上 的 恒 同 映射 .因为 g 在 3D*= 3 
上 满足 g(xz)= ,因此 有 g*i= id. 从 上 比 得 旺 相 谱 的 基本 群 交换 
图 


mu(S',1) i mb S's 1) 
入 A 
mtD’,1) 

亦 即 ge.*iv= 这, .由 卫 了 :是 可 缩 的 ,所 以 x,(D*,1)= 101, 而 
7.【S1,1)xvZ, 得 出 矛盾 .这 表明 上 述 的 g 不 弃 在 ， 

对 # 实 3, 这 和 填 D3 的 边界 集 S" ! 是 单 连通 的 ,上 述 证 明 失效 ， 
蚤 到 以 司 再 补充 证 明之 .| 

为 了 证 明 下 述 一 个 定 玛 . 和 在 此 上 先 复 习 一 些 有 关 的 概念 ， 
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设 M 是 一 个 2 维 流 形 , 亦 即 M 是 一 个 Hausdortf 空间 , 而且 
它 的 每 一 点 有 一 个 邻 域 与 R? 同 胚 .如果 M 至 少 有 一 点 , 它 有 一 
个 邻 域 与 欧 氏 闭 上 半 平 面 R$ 同 凸 , 此 中 R* 是 满足 下 面条 件 的 
集合 : 

R3 =1(x,y)E Rly20|. 
则 称 M 是 一 个 带 边 的 2 维 流 形 . M 中 具有 与 R* 同 胚 的 邻 域 的 点 
称 为 M 的 内 点 ;而 具有 与 R# 同 胚 的 邻 域 的 点 称 为 M 的 边界 点 ; 
内 点 的 集合 称 为 M 的 内 部 , 记 为 到 ;而 边界 点 的 集合 称 为 M 的 
边界 , 记 为 9M . 

定理 ” 带 边 的 2 维 流 形 M 的 内 部 族 与 边界 3M 不 相交 .、 


证 明 ”如 图 1-15 所 示 , 假 如 族人 门 3M 关 D. 设 re MN2M， 
于 是 存在 着 点 x 的 邻 域 U 与 V, 它 们 分 别 与 R+ 和 R? 同 胚 , 即 存 
在 同 肛 f 与 g 满足 f: R4 衬 U,g:R 之 V 而 且 f(0)=g(0)= 
Xx, 此 中 口 蚌 R: 与 R? 的 原点 .根据 了 的 连续 性 ,存在 着 以 O 为 
中 心 的 充分 小 闭 半圆 盘 D3# 入 R4 使 得 f(D )CUNV, 于 是 9 
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Ce 


(D3)=g-1ef| bp 是 在 R? 中 的 邻 域 . 现 渤 取 一 个 以 0 为 中 心 
的 充分 小 圆 盘 D7Cp《 D3 ), 它 的 达 界 9D? 是 一 个 图 周 , 设 > 是 它 
的 尘 径 , 构 作 径 向 投影 

7 R?- 10t—ap? 


由 9)= 本 ,YER 一 1O1 所 决定 而 ?在 pg(D3)-1{01 
上 的 限制 记 为 7, 即 i=7 gD) 0 PUD: )— 10!1 一 9D?. 设 六 
3D? 一 g(D2 ) 一 101 是 内 射 , 则 有 rsi = lap*, 因此 它们 的 基本 群 的 
诱 告 同 态 应 满足 oi, = 1 :wt(3D 一 zi(3D?), 从 而 7。: 
AifogD3)- 1OD 一 x.{3D') 是 满 同 态 ,注意 到 3D?: 兰 SL 所 以 
fif3Dajsz*2 ,但 是 由 于 9p: DD 一 p(D3 ) 是 同 肛 ,满足 pg(O)=O, 因 
此 六) -101 宇 D3 101, 由 于 D3 -1Oj) 是 可 缩 物 ,因此 
rifofD2 -10D=101. 它 与 a/(3D?) 必 2 不 可 能 建立 满 同 态 ,这 
个 下 盾 显 示 Mnaw=G.1 

命题 设 h 是 两 个 带 边 的 2 维 流 形 MI 与 M; 之 间 的 同 征 ， 
则 ECM = M2 (GM, = 2M. 

证 明 设 =E 展 , 则 存在 z 在 M: 中 的 领域 六 和 同 且 Ra 
宇 U, 这 时 (DU) 是 htxr) 在 M，, 中 的 邻 域 ,而 和 且 hf: RR 之 
(如) .因此 用 xys ,证 明了 及 (M,) 忆 Ms, 同 理 证 明 h (M2》 
CM 因此 放 2= 衣 :hh-1(M2)Ch(M1). 从 比 得 出 有 (MM;) = 
框 气 上述 定理 , M3 M; = @(i=1,2), 而且 M.= MU3M;, 从 
而 得 出 h(aM1} =3Ms. 1 

定理 “代数 基本 定理 ) 每 个 非常 数 复 多 项 式 必 有 一 个 根 ， 

证 明 没 非常 数 多 项 式 为 


plz)=aozt tat ++tar .e+ ar(k1) 
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假如 该 多 项 式 没有 根 , 即 pe(z) 天 0, zeC- 令 == rezm4 此 中 革 
-osr<w ose<on o<t<D 囊 X GTxf0,co) 一 S 
CC 为 


» 2 _plre™w) ,|p(r)| 
Cle rn) Torem)) per) 


由 于 p(x) 连 续 , 所 以 G(e,r) 连 续 .再 定义 同 伦 FE:Tx I 一 S! 为 
S10< 
FU 5)= [和 襄 50 ts1,0<s<1i; 
i, QEL, s=1. 
因为 lim F(t， = lm GT )= iimG(b 7) = (erz) 二 


1 


ex 所 以 下 连续 .这 时 F(z:,0)=G(t,0)=1= fo(t), F(t,1) 
= = 了 (#1),F(0,5)=F(1,s)=1. 因 此 下 是 联系 fo(:)=1e 
5S! 与 绕 S' 转 上 里 的 道路 万 (0)= es 的 同 伦 : 而 deg(jo) = 0， 
deg( Fi) = 名 .两 者 的 度 不 相等 ,除非 =0, 否则 是 不 可 能 成 立 的 . 
这 表明 当天 0, 则 这 样 的 同 伦 F( 因 而 G) 是 不 存在 的 .也 就 是 说 ， 
pl(z) 关 0 的 假设 不 成 立 . 
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司 题 


1. 设 Q(X, zo) 是 以 xo 为 基点 的 全 体 闭路 的 集合 . a, 8, >， 
Se Q(X, zo), 证明 (a x* B) x (x6)~ax((Bxy)*8). 

2. 设 a,B:I 一 X, 它 们 分 别 把 10, 11 映 为 | xo, zyle XX, 证 明 
a 一 8 的 充 要 条 件 是 a * ~e,、 

3. 设 ae(0,1),a,B:I 一 羡 满 足 a(1)= J(0),Y:1I 一 XX 定义 
为 


a(), tel0, a] 


BE (0D) 


| 
r(t)=1 
| 
证 明 > 一 ax 有 
4. 设 a: I 一 XX 是 一 条 道路 ,0=i0<t<<t=1.0:I>X 
定义 为 2. (5) = ois) t+ 5st)), i = 1,2,…, ,证 明 
[el = [al [es]. 
5. 设 xoE X, 而 Xo 是 羡 包 含 xo 的 道路 连通 分 支 . 证明 
ma(X,zo) 与 ri(Xo, xno) 同 构 . 
6. 证 明道 路 连通 空间 X 是 单 连 通 的 充 要 条 件 是 :任何 连续 
映射 了 : S! 一 X 是 零 伦 的 . 
7. 证 明道 路 连通 空间 是 单 连通 的 充 要 条 人 忻 荐 :该 空间 中 任 两 
条 具 公 共 端 点 的 道路 都 是 同 伦 的 . 
8. 给 出 一 个 单 连通 空间 但 不 吓 可 缩 空间 的 例子 . 
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9, 设 XY 是 翅 续 映 系 ,ft( 六 x 一 (YY, yo), yo 
=A(zg 月 (Ice])= [Fa].laeaml(X，ro) 所 决定 是 诱导 同 
态 .举例 说 明 : 

《 1) 当 三 是 满 射 ,了 ,可 以 不 是 满 同 态 ， 

(i ) 当 六 是 单 射 ,f 可 以 不 是 单 同 态 . 

10. 设 辣 :SI 一 必 连 续 . infSt1i 一 ri( 和 ,xn 是 平凡 同 
态 , 证 明 A 是 零 伦 的 

11. 设 Ag:X 一 字 连续, 且 不 存在 zEX 使 f(r)= 
一 g(xz), 即 f(z) 与 g(x) 不 是 对 径 点 ,证 蚜 f 与 g 同 伦 . 

12, 没 连 续 映 射 f/: 久 一 5" 非 满 射 ,证 明 f 是 鹤 伦 的 . 

13. 证 己 可 缩 宰 司 必定 是 道路 连 遥 的 ， 

14. 证 己 可 缩 空 避 的 收缩 核 是 起 缩 空间 . 

15. 设 六 到 YY 的 连续 映射 的 反 伦 类 集合 记 为 LX, 了 ,证明 ; 

《 1) [X, 耻 双 合 一 个 元 案 ; 如 果 Y 可 缩 , 则 [X,Y] 仅 含 一 个 

元 索 

《ii) 设 X 可 缩 ,Y 是 道路 过 通 空 间 , 则 (X,Y) 仅 含 一 个 元 

素 . 

16. 设 rw 和 xs 分别 是 SN 的 北极 和 南极 , 汪 明 ixw、zs| 不 是 
SN 的 收缩 核 . 

17. 决定 下 列 各 空间 的 基本 群 ， 

Mobius 形 ; 单 叶 驭 曲面; 酉 圆 殷 物 三 : 双 引 挑 物 面 ; 两 个 2 维 
球面 在 一 点 相 切 . 

18. 设 xug84 证 羽 S! x |xo| 是 S!x Sl! 区 收缩 核 ,但 不 是 
变形 收缩 核 . 

19. 设 fi~gX (i=1,2), AX fg ga: Xi x 
Xs YX 了 2, 由 此 证 明 车 XY. 富 了 (i=1,2), 则 XX XX 
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Y2. 
20. 下 列 请 空间 但 X 与 六 ,证 明 A 是 的 强 变形 收缩 核 ,其 


(Ti)X= RA=-B"; 

(Ci)X=B"" ~.0,A=5"; 

CRYX= 1zeRe | rile,A=S". 

21. 设 A 是 玉 的 收 综 核 , B 是 入 的 收缩 核 ,证 明 B 是 X 的 收 
缩 核 . 

22. 对 空间 (X,4) 和 (了 , B) (其 中 4CCX,BCY) 以 记号 
YY 表示 XX 到 YY 的 连续 映射 全 体 《(Y, BY 和 = | FE YF(A) 
己 B…, 证 明 (Y,B8)‘* 人 的 同 伦 是 等 价 性 关系 , 而 且 空间 侦 的 局 伦 
等 价 也 是 等 价 性 关系 - 

23. fo~ flitX, A Y, Bg ~ BY, Bm (ZC) RN 
Bor fo~ gt fulX, AZ, CO). 
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改 益 空间 的 概念 和 性 质 是 拓扑 学 中 一 个 重要 的 内 容 , 它 与 基 
本 群 有 密切 的 联系 ,许多 有 关 粮 盖 空间 的 拓扑 问题 可 归 续 为 相应 
的 空间 的 基本 群 的 代数 问题 . 本 章 所 考虑 的 拓扑 空间 , 车 无 特 别 声 
明 , 都 是 道路 连通 而 且 局 部 章 路 连通 的 . 


$1 定义 和 例子 


在 讨论 圆周 的 基本 群 时 , 引进 实数 町 R 到 复 平面 C 上 单位 贺 
辕 S 的 拓扑 映射 ,加 以 推广 即 导 出 一 般 的 覆盖 空间 的 概念 .事实 
上 ,有 就 是 S! 的 一 个 覆盖 空间 ， 
定义 设 久 与 廊 是 拓扑 空间 , p: 禄 一 XX 是 过 续 映 射 ,如 果 对 
每 点 zs 和, 都 有 x 的 道路 连通 开 邻 域 7, 使 得 p-!( 信 ) 是 芝 中 一 


组 互 不 相交 的 道路 连通 分 支 1 U4, 而且 pu: D 一 六 是 同 胚 . 我 


们 称 Y 被 等 度 地 覆盖 ,每 个 U。 称 为 VY 上 的 一 片 - 这 时 {XX,p) 称 
为 的 覆盖 空间 , p 称 为 覆盖 投影 ,这 时 也 称 XX 为 底 空 局, V 也 
称 为 xe X 的 可 容许 令 域 或 基本 邻 域 . 

从 定义 ,对 王 上 的 任 一 点 z, 41(z) 是 高 散 的 , 而 且 由 于 所 
是 局 部 司 胚 ,所 以 尝 与 区 的 局 部 性 质 是 相同 的 . 
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在 北 证 明 两 个 重要 钓 事实. 

定理 1 定义 中 的 U。 是 开 的 . 

证 明 这 个 定理 表明 空间 是 局 部 道路 连通 的 一 个 充 要 条 省 
是 : 开 集 的 每 个 道路 连通 分 支 是 天 的 . 

设立 是 局 部 道路 过 通 空 间 , U 在 Y 中 是 开 的 ,而 忆 是 U 的 
道路 连通 分 支 , 设 yE C, 可 取 > 的 道路 连通 邻 域 VCU, 击 于 CC 
是 U 中 会 y 鸭 最 大 道路 连通 集 ,所 义 Y 必 落 在 C 中 , 因此 CC 是 开 
的 ， 

反之 ,如 果 Y 中 开 集 的 道路 连通 分 支 是 开 的 ,对 yE Y 和 y 
的 邻 域 UU, 设 C 是 U 中 含 y 的 最 大 连通 分 支 , 由 于 已 知 它 是 开 的 ， 
所 以 并 的 每 点 有 个 天 邻 域 , 它 是 道路 连通 的 ,因此 Y 是 局 部 道路 
尝 通 的 .人 

定理 2 办 益 投 影 :交大 是 开 上 映射 . 

证 明 设 U 是 中 的 开 集 ,我 们 要 证 明 p( LU) 在 和 中 是 开 
的 - 没 上 中 一 点 x 演 足 p(x) = xz, 和 白 于 p 是 覆盖 投影 , 设 V 是 x 
的 一 个 基本 邻 域 , WW 是 p '{ WV) 包含 的 道路 连通 分 支 , 由 于 这 
是 局 部 道路 连通 的 ,根据 定理 1 即 知 W 在 六 中 是 开 的 .由 于 p 将 
W 同 芭 地 上 映 到 V 上 ,局 北 p 将 天 集 王 门 U 映 到 XX 中 的 开 于 集 
pLWND). 从 此 zep(l 首 由) 而 瑟 p(W 首 UU) 是 落 在 pt 加) 中 的 
一 个 开 集 .由 于 zx 是 p《 UU) 中 任 一 点 , 因此 m(U) 是 开 集 的 并 ,也 
是 一 个 开 集 ,证 明了 p 是 开 瞎 射 ， 

注 对 连续 映射 六 X- 了 , 如果 每 点 ze 久 , 都 有 开 邻 域 矿 遍 
得 FLV) 在 Y 中 用 开 的 ,而 且 flv 是 VY 与 人 V) 的 同 眶 , 则 称 了 是 
局 部 同 奈 的 . 例如 半 的 天 子 集 到 六 的 包含 映射 是 肩 部 同 胰 的 .两 
个 局 部 间 甩 的 合 或 也 是 局 部 同 豚 . 然 酌 寻 使 是 请 部 同 胚 而 且 蚌 
满 射 , 却 不 一 定 是 覆盖 没 影 .例如 f: C0,10) 一 8S! 由 (4) = 《cost， 
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sint ) 所 决定 , 它 是 局 部 同 皮 ,但 ((0, 10), p) 不 是 S' 的 覆盖 空间 . 
一 般 而 言 , 如果 ( 久 , p) 是 X 的 覆盖 空间 .而 V 是 文 的 连通 真子 
集 , 则 p|V 是 局 部 同 胚 , 然而 ( V, p|V) 不 是 X 的 覆盖 空间 ， 
例 1 p:RS! 由 p(1)=cos(2nt)+isin(2xt),teéR 所 给 
定 , 则 (R,p) 是 SCC 的 覆盖 空间 . S' 的 任 一 开 弧 的 道路 连通 分 


福 品 =( 一 记 让 (从 一 7 到 i 的 一 段 开国 强 ), 则 pC)= Un 


一 二 ,n+ 二)， 它 的 每 个 道路 连通 分 支 W=(w -二 ,n+ 二 ), plw 
U. 


例 2 空间 XX 到 自身 的 人 恒 同 映射 id: 一 X, 则 (XX,id) 是 X 
的 覆盖 空间 ,id 是 覆盖 投影 . 

例 3 在 复 平面 C 上 ,映射 9,:S' 一 Si 由 gs(z)=z",zeS! 
所 决定 ,此 中 zx 是 复数 z 的 n 次 敌 ,n 是 任 一 正 整 数 . 则 (S'!, q,) 
是 S 的 覆盖 空间 . 设 U 是 S! 上 张 攻 为 8(0 生 8 委 2x) 的 开 弧 ,ze 
Ui 则 gw -(D) 直 二 个 张 角 为 全 的 开 弧 所 组 成 ,每 段 开 弧 包 含 
的 一 个 次 根 , 9 将 它 同 胚 地 映 到 上 去 . 

例 4 实 的 2 维 射影 平面 RP? 定义 为 S3/ 一 ;此 中 的 等 价 关 
系 一 是 S 上 对 径 点 的 等 同 , 于 是 定义 户 : S? 一 及 P? 为 : 当 x ,一 x 
ES? 是 S: 上 的 一 对 对 径 点 , p(x)= p(-x)= we RP?, 则 (5S?， 
户 ) 是 RP? 的 覆盖 空间 . 设 U 是 S? 中 含 点 x 的 道路 连通 开 邻 域 ， 
而 且 不 包含 x 的 对 径 点 , 则 p (UU) 是 RP? 中 含 w 的 开 集 ,而 
pb !(p(U)) 是 两 个 道路 连通 分 支 U 与 U'. 

例 5 设 (Y,p) 是 X 的 覆盖 空间 ,A 是 X 中 连通 而 且 道 路 连 


通 的 于 集 .如 果 入 是 p-!(A) 的 道路 连通 分 支 ， 则 (A， 21a) 是 有 A 
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的 覆盖 空间 

例 6 设 (X,p) 与 (了 ,g) 分 别 是 X 与 Y 的 园 盖 空间 , 则 
{Xx 了 ,px g) 是 XXYY 检 效 空间 ,其 中 px g 定 义 为 px gfz 
I (pr 09)), zeX, yeY, 

例 交 平面 RR!x R' 到 环 面 S1x S' 的 映射 x= px p:R!'X Ri 
Sx SI r(x, y) = (expl2xiz), exp{l2raiy)), (x, yIE Rix 
再 ! 所 决定 ,出 (R'x 及 2 办 是 Si x S! 覆盖 空间 .对 (zi z2) ES1 
x 8!, 设 是 包含 (zzz) 的 开 邻 坡 ( 它 是 分 别 包含 a 和 zz 的 开 
匠 的 乘积 ) 由 -5U) 是 有 Lx RR' 中 无 穷 多 个 开 矩 形 , 其 中 每 一 个 
都 与 U 同 是 . 


一， cc [3 Cs 
eo ?0 [09] 
3 MM 


类 2-1 

例 7 设 5 是 双环 下 .如 图 2 一 1 所 示 , 它 可 以 看 为 具 C1、 
C" 和 C2、C"; 诸 近 界 圆周 的 带 边 曲 面 M 将 边界 圆周 C1 与 0， 
闭会 ,并 将 C12 与 C5 也 粘 合 而 得 到 . 设 D = 11,2,…, nl 是 正 整 数 
集 侣 赋 子 离散 拓扑 构成 的 拓扑 空间 .我 人 定义 从 Mx DD 构 作 一 个 
商 空间 5 如下: 设 入 :C1 一 C%(i=1,2) 是 同 胰 , ;与 0 通过 x 
EC 霹 :(z)sC" 芷 合 为 一 点 .于 是 我 们 将 图 周 Cx j: 与 C 
xX 1 通过 粘 合 起 来 ,即将 点 (z,j) 与 (hs(z),) 粘 合 ,此 中 ; 
=1,2;1 态 j,k 所 n. 于 是 得 到 从 M x D 的 边界 圆周 成 戏 地 粘 合 g 


构成 的 商 空间 S， 
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例如 当 n=3 的 情况 , 可 以 依 下 述 方式 粘 合 :Cux 11| 与 C” 

x 2 Cax124 与 Cax 3 Co3x 3 与 Cux1l Cax1t 与 
Cx 2 Ca2x 扣 与 Caxilcaxi3l 与 Cax13|. 于 是 5 
也 是 紧 致 曲面 .利用 下 列 交 换 图 
MxD 


g 


导出 的 连续 映射 p, 则 (5, p) 是 S 的 性 盖 空 间 , 而且 依 边界 圆周 
配对 的 方式 不 同 , 可 得 出 不 同 的 覆盖 空间 . 

例 8 平面 上 两 个 相互 外 切 的 圆周 C, 与 C2, 它们 分 别 由 下 
列 方程 所 决定 : 
Ci=i(z, WERNr -1+ y=1, C= Hr, ye Rr+1)? 
+ y=1l, X= CU C2. 

设 久 是 通过 平面 R? 上 的 整数 点 的 水 平 直 线 和 竖 向 直线 , 即 
R? 上 点 集 |(x，y)E R21z 或 y 之 一 或 两 者 都 是 整数 |, 定义 投影 
尹 :X- 和 为 
(1+cos(r-2rz),sin 2rzr), 当 ?是 申 数 
(一 1 + ceos2ry,sin2ry), 当 > 是 整数 . 
则 (X. p) 是 X 的 兰 盖 空间 . 覆盖 投影 p 把 每 条 水 平 直线 绕 到 CI 
上 去 , 而 把 每 条 竖 疝 家 线 绕 到 C 上 去 . 

假设 D, 是 图 周 |(x,y)E RI(r -1)+(y-3n)=1l(n 
为 零 或 正 负 整数 ); 上 表示 竖 向 直线 1(z,y)e R21z =01, 则 诸 D， 


两 两 不 相交 耐 且 都 与 六 相 切 , 设 祝 = 上 LU(U D,), 定 义 各: 下 一 


plx,y)= 


4 


- 和， 花 孝 荔 办 学 列 论 
一 一 -~ 


区 为 将 每 个 站 。 沿 七 向 平移 、 同 对 址 映 到 Cl 上 ;而 将 工 绕 到 Ca 上 


, 即 pl(0, y) = (1+cose 全 2 si >); 则 (六 ,pz0) 也 是 苇 的 柳 


盖 空 屯 . 


例 9 对 于 无 穷 圆 填 螺 线 


妨 到 SS 的 瑞 射 9: QQ 一 8s', 则 
WR iQ, gq) 是 31 的 覆盖 空间 . 但 是 
车 Q 是 有 强 螺 线 , 则 9 在 端点 


J 处 不 满足 定义 的 条 件 , 因而 不 
是 S! 区 覆盖 空间 
例 10 如 图 2 一 2 所 示 ,其 
中 丸 是 答 形 , 万 A 是 线段 , 
是 投影 .这 时 对 4 中 任 一 点 约 开 邻 域 UU. 它 与 p-"( 可) 不 同 胚 , 因 
此 尺 不 是 4 的 型 盖 空 间 . 


图 2-2 


$2 覆盖 空间 的 基本 性 质 


定理 设 (X, 站 是 开 的 畴 盖 空 所 .了 是 一 个 拓扑 空间 , 连续 


映射 Ag: 六 满足 pf= 好. 则 使 每 了 与 的 像 相 同 共 点 集 是 
Y 的 既 开 且 闭 的 子 集 . 

证 明 令 A=!iyeY|ljy)= gty)|. 

先 证 明 A 是 开 的 :对 每 点 we AA, 设 pf(y) 二 xz, 于 是 对 于 售 > 
的 丞 本 邻 域 T, 册 有 一 个 p 1(U) 中 含 f(y) 节 道路 连通 分 支 V， 


它 是 外 中 的 并 集 , 国 此 了 必 V) 和 g !iV) 都 是 了 中 开 集 ,所 以 
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f (VNg-1(V) 是 YY 中 舍 y 的 开 集 .对 任 一 点 1€ PICV)m 
& 《WV), 由 于 (1) 与 g(1) 都 在 V 中 ,而 且 pf(1)= pg(it). 因 为 
户 是 局 部 同 凸 ,所 以 f(1) = g(1); 因 此 te A. 这 表明 合 y 的 开 集 
中 任 一 点 在 与 g 之 下 的 像 都 相同 . 即 A 的 任 一 点 均 有 一 个 邻 域 
落 在 A 中 , 所 以 A 是 开 的 . 

再 证 明 A 是 闭 的 :用 反 证 法 ,假如 A 非 财 , 设 有 A 的 一 个 极限 
点 y 不 在 A 中 , 风 y) 产 g(y). 然 而 p(y)= pg(y)=xz, 所 以 之 
有 一 个 邻 域 WCX, 面 f(y) 与 g(y) 分 别 属于 p-!(W) 的 不 向 道路 
连通 分 支 Vi 与 Vi. 然 而 ye 广 !(Yo)me-:( V1), 后 者 是 4 中 开 
集 .由 于 y 是 极限 点 , 因此 这 个 开 集 必 合 有 A 中 除 y 之 外 的 点 志江 
足 f(t1)=g(2) ,然而 zt 与 g(1) 应 是 分 别 属于 Vo 与 Vi, 这 与 Vo 
站 Vi =@ 发 生 矛 盾 , 因此 yE 4, 所 以 A 也 是 闭 的 .1 

推论 设 (Xp) 是 X 的 镍 盖 空间 ,Y 是 连通 空间 , f, g 是 了 
到 蕊 的 连续 映射 满足 ar = pg ,如果 /与 g 在 Y 中 某 -一 点 取 值 相 
同 , 则 f=g， 

证 明 因为 了 与 8 在 Y 中 取 值 相同 的 点 集 A 在 Y 中 是 既 开 
且 阅 的 子 集 . 当 Y 是 连通 空间 , 则 A=0@ 或 A4=Y. 既 然 f 与 g 在 
Y 中 某 一 点 取 值 相同 , 即 A 关 从 ,因此 A=Y, 即 了 f 与 g 在 Y 上 每 
点 的 取 值 都 相同 ,因此 f=g. 3 

定义 设 (X,p) 是 X 的 覆盖 空间 , f: Y 一 X 是 连续 映射 如 
果 存在 连续 映射 ;了 一 六 满足 好 = /, 则 称 了 是 的 覆盖 映射 ， 
或 称 了 是 /的 提升 .对 道路 a:1 一 X 和 同 伦 P:Yx I 一 X 的 覆盖 
映射 :一 完 和 庆 : Y x 了 一 久 , 则 分 别称 为 a。 和 下 的 覆盖 道路 和 
覆盖 同 伦 . 

定理 〈 独 盖 道路 性 质 ) 设 ( 广 , p) 是 了 的 往 盖 空间 ,a: 一 X 


， 42 珊 米 东兴 务 下 纶 
ee 


是 六 中 以 一 点 zo 为 起 点 的 道路 . 设 ze 六 满足 Pio) = x6, 则 存 
在 以 2 为 起 点 的 a 的 唯一 的 覆盖 道路 . 

证 明 : 设 a{ 了) 包含 在 六 中 某 个 基本 久 域 UU 中 ,是 p- 1》 
包含 元 的 道路 连通 分 支 ,由 a 的 覆盖 道路 即 白 (4) = 
(pv 1a( 虽 给 出 - 


a 

bi ie 
CC 
0 I I a 


图 2~3 

一 般 而 言 ,如 习 2 一 3 所 示 , a 了 不 落 在 关中 的 一 个 基本 邻 域 
之 中 . 设 外 的 开 和 覆盖 是 | 器,|, 则 Ia !'(U)| UD 是 XX 的 基本 邻 域 : 
是 紧 致 度量 空 司 了 的 开 莉 壮 . 设 该 敌 盖 的 Lebesgue 数 为 .将 了 加 
以 分 到 , 设 分 羊 点 是 1.(i=0,1,…,n) 满 足 0= 10<t i. 所 
tf | 一 1 -1|<e. 于 是 at[r,-1,t.]) 必 落 夺 羡 的 某 个 林 本 邻 
域 之 中 .用 归纳 法 证 媚 a 的 著 盖 道路 的 态 丰 性 .假设 对 i =0,1， 
…, 有 存在 连续 映 系 wi: [0,z.] 一 六 满足 pai 一 a lo 0(0) = 
zc 已 经 定义 好 ,这 秆 go(0) = zo, 而 淡 着 的 一 个 映射 c :1: [0， 
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ba 


#1 让 一 廊 则 由 与 另 一 个 连续 映射 8: [1,, ti41] 一文 护 淡 得 出， 
其 中 月 的 定义 如 下 : 设 a( [5,171) 忆 其 个 基本 邻 城 ,而 六 是 
2 (DD 包含) 通路 连 肖 分 支 ,由 于 p1w:V 一 上 是 问 且 ,人 
BC)=(plvy) ta(#t), 这 时 a 1: [0,z4(] 一 义 定 义 为 

辆 {at re ob 

DT gn) (pl) et), ets ss) 

定义 中 在 + 二 4 处 44(2) 的 两 个 取 生 一 致 ,由 征 合 引 理 ， 
wi) 连 比 , 而 且 part= io.1 ,各 +1(0) = 20. 经 过 有 限 次 如 
此 构 作 得 出 =&,: [I, 站 一 ( 广 , 0) 即 所 求 的 戏 荆 道路 

由 于 了 是 连通 的 ,根据 上 面 的 推论 , 凡 益 道路 的 唯一 性 立即 
得 出 .1 

定理 ( 淄 盖 启 丛 址 质 ) 设 (名 , p) 是 X 的 要 盖 空间 ,而 F:7x 
/一 是 满足 F(0,0) = za 的 一 个 同 伦 . 设 zo 十 攻 中 的 一 点 满足 


(各 ) = xo, 则 存在 唯一 的 覆 差 同 伦 下 : Tx 1 一 外 满足 (0.0) = 


Zas pFE= F. 
证 明 这 是 第 一 章 的 辣 伦 提升 定理 的 推广 ,证 明 方法 与 上 面 
的 定理 类 似 ， 


设 X 的 一 个 天窗 六 为 Ini. 则 它们 在 下 之 下 的 完全 厌 像 

bp !'(U,) 省 是 紧 致 变量 空间 1 x 了 的 一 个 开 覆 董 .由 于 该 竹 辣 存 
在 着 Lebssgue 数 e. 因 上 比 存 在 两 个 点 列 :#| 和 |s1:0= tn<i < 

人 

径 小 于 8 的 害 形 [于 4 0) XX sv 53+1] 映 到 其 个 U, 之 中 .不 妨 候 

设 下 (0,0) = xrosj1 Us 中 某 个 成 员 U, 于 是 FEio,t1)] x 50, 31]》 


必 落 在 UU 中 , 设 V 是 p- 1(D) 息 令 点 foeX 的 道路 连通 分 支 ,我 
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们 定义 关 在 [io x tao] 上 为 下 rs)=( -Fn s). 依 


次 在 :方向 扩充 下 到 [ty 4,1] x [so, s1] 上 去 ,如 同上 一 定理 那 
样 ,只 须 将 上 一 定理 在 相 邻 线段 的 端点 的 取 值 一 致 改变 为 在 相 邻 


小 逢 形 的 邻 边 上 取 值 一 致 .从 市 在 小 长 条 了 xX [so,s1] 上 定义 了 下 


然后 继续 党 ;方向 扩充 ,如 此 归纳 地 进行 下 去 ,假设 下 已 经 在 
(TX [so 50j)UCCiosz] Xx [ss, ,1)) 定 义 好 .我 们 要 把 它 扩充 到 
省 矩形 (fb x [wy 54+1] ;如 第 一 章 图 1 一 12 所 示 , 设 A= 
rsy)eLttrt]X [sn srl] [x= 或 y= 541 是 已 经 定义 好 的 


下 的 定义 域 与 6, py] x [sy 54141 的 公共 边界 , 设 FC(Uty as 
x fs se4]) 落 在 1U,| 中 某 个 成 员 U' 中 , 令 V=p- 1(U') 为 包 


含 F(A) 的 道路 连通 分 支 , 这 时 在 ([z., avsi x [s,s441)) 上 定义 
下 为 E(t,s)= (bj| ww) iF(1,s). 于 是 下 的 连续 性 从 原先 定义 的 


FF 与 上 述 的 F(4,s) 在 闭 集 4 上 取信 一 致 而 得 到 保证 ,这 样 的 构 作 
方式 经 过 有 限 次 即 扩充 到 整个 Lio, bx Lso, sm = 了 > 了 上 去 . 完 


成 了 下 的 履 盖 同 伦 户 的 存在 性 的 证 明 . 

根据 前 面 的 推论 , 由 于 [x 了 是 连通 空间 , 假如 有 两 个 覆盖 癌 
伦 下 与 产 ,由 于 它们 满足 pF= p=F 而 且 庆 (0,0) = 六 (0,0). 因 
此 下 = 挛 ,唯一 性 得 到 保证 . 了 

定理 ( 单 值 性 定理 ) 设 (Xp) 是 X 的 颖 盖 空 间 , 而且 与 及 


是 误 中 具 公 共 起 点 蕊 的 道路 . 则 去 与 等 价 , 当 且 仅 当 pa 与 ph 是 
和 中 的 等 价 道路 . 特 当 pa 与 pp 等 价 , 则 a 与 肠 必 具 相同 的 终点 ， 
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证 明 设 & 与 等 价 ,它们 之 间 的 同 伦 是 F, 则 pF 是 pa 与 
pB 之 间 的 一 个 同 伦 , 因此 pa 与 p 记 等 价 , 另 方面 , 设 zo 与 xi 分 别 
是 道路 pa 与 p8 的 公共 起 点 和 终点 . 当 pa 与 pB 等 价 , 设 H:TxI 
一 X 是 它们 之 间 的 同 伦 , 即 满足 H(i,0)= pa(t), H(t,1)= 
pB(E),H(0,s) = xo, H(1,s)= xi ref 根据 覆盖 同 伦 性 质 定 
理 , 存在 着 玉 的 覆盖 同 伦 音 满足 下 (0,0) = zo. 这 时 & 与 六 (1,0) 
都 是 pa 的 窒 盖 道路 而 且 在 t=0 处 具 公共 点 z0. 根 据 前 面 的 推论 
得 出 六 (z,0)= a(+)., 同 理 得 出 六 (4:,1)= 户 (1). 剩 下 的 是 指明 
入 (0, s) 和 埋 (1,s) 都 是 常 值 道 路 .因为 下 (0,*) 是 满足 至 (0, 0) = 
zo 的 常 值 道路 可 (0,s) 的 提升 , 由 于 常 值 道路 的 唯一 提升 是 常 什 


道路 ,因此 百 (0, *) 必 为 取 值 z 的 常 值 道路 . 同 理 可 知 吾 (1, *) 也 
是 常 值 道路 , 它 的 唯一 取 值 5(1) = 百 (1,s) = 吾 (1,1) = 8(1). 因 
此 万 是 与 的 同 伦 , 亦 即 & 与 是 等 价 的 . 1 

定理 设 (XX, pp) 是 X 的 赣 益 空间 , 则 对 一 切 +E X, 集合 
p(x) 具 相同 的 基数 . 

证 明 ”我 们 只 须 证 明 对 X 中 任 两 点 x0, xi, 离散 点 集 
p(x0) 与 p-!(x1) 之 间 建 立 一 一 对 应 即 可 .为 此 , 设 «是 连接 从 


zo 到 xi 的 道路 ,于 是 对 任 一 点 Zoe p(x0), 则 多 中 以 zo 为 起 点 
的 a 的 提升 道路 2 是 唯一 的 , 它 满足 5(0) = 而 且 p&=a. 设 
的 终点 是 71, 它 是 唯一 的 .因此 得 出 Zoe p-1( zo) 唯 一 地 对 应 着 并 
ep-1(x1). 另 一 方面 ,由 的 逆 道 路 a1(s) = 8(1 一 s),sef 得 出 2 
cp-1(x1) 到 zoep-!1(z0) 的 对 应 是 一 一 的 .因此 p1(x0) 与 
p -1(x1) 之 间 建 立 一 一 对 应 .1 


46、 九 数 药 办 学 缠 论 


定义 设 (X,p) 是 X 的 黎 盖 空间 , 则 集合 p-!(z),zEX 的 
公共 基数 称 为 该 覆盖 空间 的 片 数 或 层 数 , 具有 有 片 的 覆盖 空间 称 
为 重 覆盖 ， 

例 (S?, p) 是 RP? 的 二 重复 覆 ; 而 (R,p) 是 S! 的 无 限 重 覆 


$3 覆盖 空间 的 基本 群 


首先 要 考查 的 是 空间 X 及 其 覆盖 空间 (X,p) 的 基本 群 之 间 的 
关系 .对 入 中 选取 的 基点 fo 设 p(z0)= meX, 王 是 当 二 是 X 中 
以 zi 为 基点 的 闭路 , 则 上 是 X 中 以 ro = p(x6) 为 基点 的 闭路 ,而 


且 当 6 ~ 已 则 pa 一 pB, 因 此 诱导 出 XX 和 XX 的 基本 群 之 间 的 隔 
态 p,, 即 


pe :ri(X, ro 一 xi(X， xo) 


由 p,([8])= [po8],[8] Exi( 久 ,0) 所 决定 ， 
定理 诱导 辐 态 p ,是 单 同 态 . 


证 明 设 [8), [有 Eni(XX,20), 假 如 p, (58))=p,([B))， 
pa~pB, 根 据 单 值 性 定理 , 则 a 一 .因此 [a) = [PB).1 


定理 X 中 以 x6 为 基点 的 闭路 a 可 以 所 和 天 为 X 中 以 zo( zoe 


p -1(.z0)) 为 基点 的 闭路 ,其 充 要 条 件 是 [a]e ps xi(X, 这 0). 
证 明 这 个 定理 是 道路 提升 定理 的 特别 情况 的 另 一 种 形式 . 


先 证 明 必要 性 : 设 X 中 以 re 为 基点 的 闭路 可 提升 为 苹 中 以 
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Zoe pp 1(x0) 为 基点 的 闭路 &, 则 a= p*a, 因 此 [ze] = [pa]= 
2 Cep ri(X,z0). 
充分 性 的 证 明 : 设 [e]E p ,xt( 久 ,#0), 则 可 找到 名 中 以 6 为 


基点 的 闭路 B, 满足 a 与 p*B 是 同 伦 的 .选取 这 两 个 闭路 间 的 同 伦 
F:TX I 一 X 满 足 F(z,0)=a(t), F(t,1)=p°pB(i),F(0,s)=F 


(145) = 7z0(0<1C1),(0<s1). 于 是 存在 下 的 提升 FE 满足 pe 下 
=F, 此 中 下 是 下 的 覆盖 同 伦 ,满足 下 (0,0) = 0. 于 是 pF(1,1) 


=F(4,1)=p*BF(0,s)==F(1,s) = io 所 以 8 是 x 的 提升 划 
路 .1 
注 X 中 的 闭路 可 以 得 出 中 的 提升 闭路 ,也 可 以 提升 为 具 
不 同 端点 的 道路 , 上述 定理 保证 当 8 是 a 的 提升 时 ,前 者 具 相同 的 
设 二 与 1 是 六 中 满足 p(20) = p(Z() = roeX 的 点 ,于 是 有 
单 同 态 


pu:A(X, ro (xX, ro), 


peni(K, zr X, x0), 

我 们 要 考查 这 样 的 两 个 同 态 的 像 之 间 的 关系 .为 此 ,我 们 需要 下 述 
的 代数 概念 . 

注 设 G 是 一 个 群 ,Gl 与 G2 是 G 的 子 群 ,如 果 存 在 g€ G 
使得 G1=g-1G2g, 则 称 G 与 G2 是 共 印 的 . G 中 子 群 是 共 狐 的 
关系 是 一 种 等 价 性 关系 .我 们 称 G 的 子 群 的 每 个 等 价 类 是 一 个 子 
群 共 二 e 类 . 


48 ， 化 瑶 病 大 学 引 论 


定理 设 (X, p) 是 X 的 发 盖 空 间 , zoe X, 则 对 任 一 点 Xe 
1(x0), 诸 于 群 px mi(X,E)Cxri(X,ao) 正 是 ri(X,zo) 的 一 


个 子 群 共 f 类 . 亦 即 对 X 中 不 同 的 基点 Ze p-1( xo) 的 基本 群 , 在 
pp* 之 下 无 非 是 xi(X, ro) 的 共 罗 子 群 . 


证 明 设 zu, isp 1(xo). 因 为 是 道路 连通 的 ,所 以 可 选 
取 从 到 二 的 一 条 道上 咯 7: [一 义 , 于 是 对 六 中 以 Zo 为 基点 的 闭路 
%0. 即 得 出 一 条 以 Z| 为 可 点 的 闭路 31 一 -1* &0* 了 ,这 个 对 应 > 
Zo 一 "1x &o* 了 决定 一 个 内 自 同 构 

Yo, ,1), 
由 y。 [50] = [7 1&0 站], [20] E ri(X, 30) 所 决定. 
亦 即 x (Xz ) =7 ri 20), 
因此 pxai(X, 1) = py, ri(X, Zo). 
然而 从 ,的 定义 ,ps 了 rit(, 0) = py] -sp wi(X, Zo). 
[py] ,注意 到 【by] 是 ri(X, xzo) 的 成 员 ,所 以 pxi《(X,，Z0) 与 
六 ,ri( 工 ) 是 mn(X，zo) 的 共 罗 于 群 . 

再 者 , 还 要 证 明 共 拖 于 p ,x (Xz) 的 mm(X,zo) 的 任 一 子 
群 必 与 PK ro) 中 某 个 工 的 ,mi(X, 工 ) 相 等 .假设 可 是 通过 


xi(X, xb) 某 个 成 员 [] 与 p ,ri( 久 ,20) 共 氏 的 子 群 , 设 5 是 起 点 
在 26 处 的 5 的 唯一 著 盖 道路 , 则 8 有 一 个 终点 过 ec p-1(zo), 从 上 


面 刚 证 明 过 的 内 容 , 即 有 p, xj (区 ,了 ) = [PB] ! 户 、ri( 冯 ,5o)。 
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{28) = [8) ep ri( 0) [6 = 认 而 有 p, ri( Xi) =H. 
因此 集合 1p .nf 苹 ,3c p za)1 愉 是 rifX， ao) 的 三 弹 共 生 
类 .1] 

定义 、 上 述 定理 中 , ri(X, x0) 的 子 群 共 类 ; p ,xi( 义 ,)| 
Zep- (zo) . 称 为 由 覆盖 空间 (外 ,p) 决 定 的 共 轿 类 , 也 称 为 覆 益 
空间 (X, p) 的 示 狂 类 . 

例 1 对 S! 的 要 差 空 河 (R,p), 此 中 是 指 获 鼎 射 , 刚 (R， 
2) 的 共 狐 类 是 以 含 单位 元 的 平凡 子 群 的 并 饭 类 . 

例 2 对 S! 的 覆盖 空间 ( S4 g,), 此 中 q, 是 a 次 宕 函数 .内 
我 们 用 Z 志 示 x1(S!,) 时 , 则 (S', gq,) 的 共 轿 类 是 1 wnZ|， 

事实 上 , 妇 下 列 改 表 所 示 : 


mS 1) ES (SL) 

Zz 乙 
此 中 出 g, .诱导 的 Z 一 Z 的 肛 射 记 为 各 , 吨 

Gn = degs qr deg#! :ZZ 

对 任意 的 me Z, 设 raje ri(S', 1), 它 的 代表 a(:) = 
exp(2mxit), 于 是 deg#{[a])( 即 [e] 的 度 ) = mt, 面 gt) = 
exp(2mnrit), degp 【grrj) = nm, 所 以 (5S!, qs) 的 共 志 类 是 
本 1 

在 $2 考虑 了 空间 X 的 道路 可 以 提升 到 覆盖 空间 上 去 的 
问题 ,现在 考虑 任 一 空间 到 X 中 的 映射 的 提升 问题 ， 


设 (X,p) 是 的 覆 六 ,Zoe 久 ,xo= p(2zo).Y 是 任 一 道路 连 
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通 且 局 部 道路 连通 的 空间 .映射 p:《Y, yo) 一 (X, z0), yoe 满足 
9(2o) = xo. 于 是 考虑 在 什么 条 件 下 , 存在 映射 pg:(Y， 30) 一 (部 ， 
0) 使 得 下 面 图 表 可 交换 : 
F (X, B) 
(Y, 20) — p 


sy 


当 这 样 的 映射 5 存在, 则 称 p 可 以 提升 为 了, 或 说 5 是 yg 的 
提升 . 

定理 (映射 提升 定理 ) 设 (X, p) 是 X 的 覆盖 空间 , Y 是 首 
路 连通 而 且 局 部 道路 连通 的 空间 , yoe Y, foeX, ro= p(X0). 给 定 
一 个 连续 映射 p:(Y,y0) 一 (Xx0), p(y0) = xo, 则 存在 该 映射 
pg 的 一 个 提升 5:(Y, 90) 一 (Xz0),P(y0) = Zo; 当 且 仅 当 
9p .xi(Y,3o)Cp ri( 于 ,0) 而且 当 这 样 的 》 存在 时 , 它 必 是 唯 
一 的 . 
证 明 假设 p 的 提升 9 存在 , 则 有 下 面 的 相应 的 图 解 : 

2 (X, BH) 克 一 Mm{ X, HH) 
(Y, %) | ml Y, yo) | 


wy Oil 


我 们 要 证 明 的 是 左 图 满足 pp = 9 的 9 存在 的 充 要 条 件 是 右 
图 满足 关系 式 


Pu ri(Y，3y0)Cb ri(X,z0). 
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必要 性 ,如 果 存在 , 则 入 = p, 从 而 得 出 关系 式 p= 
9 - ,因此 

par ¥, yo)= pps rlY, yo)CCp, xi 入) 

充分 性 .为 了 给 出 决定 多 的 方式 ,我 们 先 说 明 当 9p 的 改 益 英 
射 $ 存在 的 话 , 则 包 可 以 从 p 通过 道路 的 提升 确定 之 .对 任 一 点 y 
。Y, 设 /是 Y 中 连接 yo 到 y 的 道路 , 即 :1 一 了 . 则 gf 是 XX 中 
连接 p(yo) = xo 到 p(y) 的 道路 ,于 是 有 以 Zo 为 起 点 的 唯一 覆盖 
道路 好 .由 于 假定 5 是 9 的 提升 , 所 以 道路 pf 满足 pp/ = pf 而 
且 3Y(0) = (ye) = fo 根据 欧 盖 道路 的 叭 一 性 得 出 时 = 9/, 从 而 
有 5()= 玉 0)= 寻 (0 

从 此 ,我 们 以 5(>) = 时 (1) 决 定 映射 了 :一 X. 这 里 必须 证 
明 ?(y) 与 道路 了 的 选取 无 关 . 设 /5:TI 一 都 是 连接 yw 到 y 的 
道路 ,满足 f(0}=g(0)= yo, 了 (1)=g(1)=y. 则 fxg 是 以 yo 为 
基点 的 闭路 .根据 假设 的 条 件 ,我们 有 p,([f*B))e p, ri( Y， 
yo)C ps ri( 光 ,0), 因此 存在 [有 € zi( 久 ，X0) 使 得 p， (CU7x 
司 )= pe (ED), 所 以 扩 一 gf * p8. 于 是 得 出 Phx 一 (gr 
pg8)* 98~gf ,显然 * 9 是 如 * gg 以 zo 为 起 点 的 各 盖 道路 ， 
所 以 好 一 并 ,好 (=h* 98(1)=96(1), 即 多 与 连接 yo 与 
y 的 道路 选取 无 关 , 这样 的 多 显然 满足 p59 

恶 下 的 还 须 证 明 这 样 的 六 是 连续 的 :如 图 2 -4 所 示 ,对 了 中 
任 一 点 y 设 YS(y)=Ze 久 且 p()=xeX. 设 N 是 z 在 羡 中 的 令 
城 , 取 工 = p( 工 ) 的 基本 邻 域 Y 与 在 p 1(Y) 之 下 的 道路 连通 分 
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图 2 一 4 

支 Dr, 则 lu: D 一 六 是 同 狐 , 由 于 p 连续 ,所 以 gq-'p(NNU) 中 
包含 y 的 道路 连通 分 支 外 必 存 在 .我 们 只 舌 证 明 (W)CN. 为 
此 ,对 任 一 点 ze W, 肥 爷 中 连 埃 y 与 > 的 道路 4, 设 7 是 连接 yo 
到 y 的 道 路 ,把 道路 gC7 x o) = p(y) x gto) 担 升 到 天 中 以 zo 为 
二 点 的 道路 .由 于 po 在 了 = p(NNNU) 中 ,所 以 它 的 提升 道路 的 
起 点 是 py 的 提升 道 跨 的 终点 .因为 p wny 与 V 是 同 胚 ,所 以 
提升 道路 的 终点 也 在 Nt 中 ,类 然 也 在 NN 中 


$4 栋 盖 空间 的 分 类 


同一 个 底 空 间 上 可 以 有 不 同 的 覆盖 空间 , 而 每 个 项 羡 空 间 决 
定 底 空 间 基 本 群 的 一 个 子 群 共 祝 类 . 在 此 有 两 个 主要 的 同 题 :一 个 
是 给 定 底 空间 X 的 两 人 天 盖 空间 ( 义 ,, p1) 和 (Xs, p2), 它们 在 何 
种 矢 件 下 归 为 一 类 . 另 一 个 是 对 于 底 空 司 X, 决 定 瑟 的 一 切 可 能 
的 覆盖 空 压 .这 里 光 引 进 下 述 的 有 关 概 念 ， 


定义 设 ( 庄 .pi),( 世 所 ) 是 入 的 两 个 覆盖 空间 , 当 连 续 映 
射 p: 和 :一 区 清 足 下 图 可 交换 
蕊 


, 
~ 了 
站 


总 


到 羔 = 包 rp, 则 称 9 是 利益 空间 [六 到 (Xp ) 的 同 态 ,或 材 
痰 映射 ， 

从 定义 立即 可 知 ,两 个 同 态 的 合成 从 然 是 一 个 同 态 ,而且 恒 同 
映射 也 是 一 个 同 态 . 

定义 “ 设 连 续 映射 y 是 宣 益 空间 (pp,) 到 ( 访 ;, p2) 的 一 个 
间 套 ,如 果 存 在 (这 ,, p:) 轨 (XX1, p1) 的 司 态 名 使 得 合成 同 态 pp 
与 g 必 分 别 是 多; 入, 到 自 喜 的 便 同 , 则 称 % 是 一 个 同 构 . 当 商 
个 覆盖 空间 存在 满 同 构 , 则 称 它们 是 同 构 的 .一 个 覆盖 空间 到 自 当 
的 同 构 称 为 自问 构 .一 个 强 盖 空间 的 自 间 构 通常 也 称 为 该 害 攻 室 
间 的 覆盖 变换 . 

从 二 述 定义 , 即 得 出 下 列 一 些 基本 性 质 ， 

定理 1 同 态 9:( 吕 .po) 一 ( 蕊 加) 是 同 构 的 方 要 条 件 是 
: 文 ,一 完 为 同 是 ， 

证 明 当 y 是 同 且 , 对 专 在 同 旺 道 5 使 得 9 = 入 ,PP 网 = 
去,, 由 定义 则 yg 是 避 构 .反之 ,车 o 是 同 构 , 则 有 史 使 得 jg 一 六 
且 9 区 = 议 .因此 9 是 单 的 而 且 是 满 的 .由 条 件 p1= pg, 此 中 
与 ps 是 连续 的 单 射 ,所 以 9 是 双方 连续 的 ,因此 9 是 司 胚 .| 
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定义 ”空间 XX 的 覆盖 空间 (Xp ) 的 全 体 自 同 构 在 合成 映射 
的 运算 之 下 构成 群 , 称 为 覆盖 变换 群 , 记 为 A( 义 . p). 
定理 2 设 po 与 pi 是 义 的 覆盖 空间 (X,,p.) 到 (Xo, pz) 的 


同 态 , 如 果 存 在 一 点 蒂 E 义 , 使 得 po(2)= Pu), 则 po= pl 
证 明 由 同 态 的 定义 , 则 有 pi = pos pi = p91: 因 此 pzgo 


= pp, 而 集 合 | 所 广 ，po(E) = Pi( 空 )| 是 空 集 或 整个 X, 这 是 
册 于 外 是 道路 连通 空间 .根据 侵 设 , 存在 一 点 + EX 使 gel) = 
8 他 ), 因 此 go 与 pl 在 整个 空间 区 ,上 均一 致 .上 

定理 3 妖 A(X.p) 除 了 这 到 自身 的 恒 同 外 , 它 在 和 上 的 作 
用 不 具 不 动 点 , 即 对 任 一 ps A(XX,p) 且 p 关 访 , 则 没有 不 动 点 ， 

证 明 ”出 定 理 2 立 卧 得 出 . 上 

定 至 4 设 (X,, p1) 与 (XX, ps) 都 是 X 的 覆盖 空间 ,ZE 区 


(i=1,2) 满 足 pu) = pz(22), 则 存在 (Xi, p1) 到 (X2, pz2) 的 同 
太 yp. 使 得 pg(Z1) = ,其 充 要 条件 是 


Pie mi Kz) TS pa ri(Ka 2), 
证 明 如 下 面 图 表 所 示 
(KE) mn) 


"| 


《 蕊 ,于 ) 
其 中 p(x)=palz2) = x0， 
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因为 当 同 态 gq 存在 , 则 有 pi = pog. 对 [&je ri(X, 4)， 
9 (Een K, 0), 因 LE ps [2] = pa po (2) CE pas ri( Ri, Zs) 
对 任 一 个 [和 exif(X 都 或 立 . 因此 请，r (各 21) 记 


pa (Ka 2). 
充分 性 由 上 一 节 的 丙 射 提升 定理 得 出 .上 


定理 5 设 ( 闷 ,总 )(i= 12) 是 式 的 覆盖 空间 , E 入 ， 
pr《( 由 = pa(22), 则 站 在 同 构 p:( 训 ,D1) 一 (部, 2) 满足 pl) 
= 这 >, 其 充 要 条 件 是 pi zi = pas nl( 六 p23). 

证 明 由 定理 4 得 知 存 在 同 次 p 的 充 要 条 件 是 ol，ri( 蕊 |， 
DC pz,7.( 六 ,2). 当 9 是 间 构 , 赂 存在 同 态 多 ( 基 ，x) 一 
(名 , 志 )， 再 由 定理 4 得 知 这 时 py 4; (Zs 2)C pis ri 人 (区 ， 
过 ) .因此 ,mi( 芭 = par (Ko, 7) 1 

推论 设 ( 环 ,p) 是 蕊 的 覆盖 空间 , 目 z，，iep Cao, ze = 
p(xi) (i=1,2), 风 六 宇 自 同 构 pE ACX,) 使 得 p( 这 ) = 了 的 
并 要 条 件 是 po ni(X， X= pw ri(X, 22). 4 

定理 〔 分 类 定理 ) 空 间 X 的 覆盖 空间 (X,, p1) 与 (入, p2) 是 
同 构 的 充 要 条 件 是 :对 任 两 点 ,EX pt)= xoeX(i=1,2), 子 


群 pl。 xL( 六 ， 斌 .) 与 pxi( 交 za ) 属 子 x1(XX, zo) 的 同一 子 群 
其 包 类. 


证 明 ”必要 性 . 设 (X,, pi) 与 (Xs, pz) 辐 构 , 由 定理 5， 
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pi TZ = pa ri( 基 a) 所 以 xz,《X, zx) 的 两 个 子 群 共 
辑 娄 1 ,ri(X 25) | re p (zo) 与 1 pz, ri (Ks, E23) | Zse 
p -1《zo)1 有 一 个 公共 子 属 pi .CX = pss ri( 区 ia), 它 
信 必 定 相同 . 亦 即 覆盖 空间 友 与 区 的 基本 群 属 于 底 空间 基本 群 
的 同一 个 子 妖 共 氏 英 ， 

充分 狂 .假如 覆盖 空间 (并 ,pb,) 与 (和 oz, p>) 的 基本 群 属于 底 
空间 基本 群 的 同一 个 子 群 共 印 类 , 则 可 选取 sp; !( x0), za 
83 1(xo) 合 得 piw {X121) = 加 xi( 号 2) .根据 83 的 贾 身 
提升 定理 , 存在 连续 映射 p 与 使 得 下 列 图 表 是 可 交换 的 ， 


CK) 


A C4 


站 


(CX, x0) 


其 中 Pi = poy, p2= P19 ,9 一流 ,因此 pgp = p29= Pt, 全 
Bop)= i 7D). 由 提升 的 唯一 性 得 出 多 "二 这， 同 理 有 9 
"区 = 他,- 因 进 p 是 同 胚 而 且 满足 psp = pj, 所 以 p 是 同 构 .1 

注 根据 这 个 定理 , 对 底 空间 X 的 基本 群 xi(X, xn 的 一 个 
子 群 共 狐 英 , 除 了 一 个 同 构 之 外 , 完全 确定 它 的 一 个 柳 盖 空间 ， 

定理 6 设 (X,, p1) 与 (区 , ps) 是 x 的 种 盖 空 间 ,如 果 p: 
《1,1) 一 ( 芳 ,, p29 是 同 态 , 即 满足 pi = psy, 则 ( 禄 ,， gp) 是 充 
的 于 盖 空间 
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证 明 如 下 面 图 解 所 示 , 对 任 一 点 +E XX, 在 覆盖 投影 ,pz 
之 下 可 以 选取 和 的 基本 邻 域 U;(i=1,2), 它 们 都 是 道路 连通 开 
邻 域 ， 


Er 


NA 


Xx 
ff 
a 人 
I 
则 Ui 站 Us 中 包含 x 的 连通 分 支 U 是 zx 的 道路 连通 开 邻 域 .于 是 
pi (加 ) 与 pa 1(U) 分 别 是 X 各, 中 分 别 包 含 和 的 道 
路 连通 开 邻 域 而 且 与 U 同 胚 ,因为 p 是 同 态 , 它 满足 p, = p29， 
所 以 p pr png -IUD)= pi 1U), 即 把 X; 中 包含 
的 道路 连 竹 开 邻 域 同 胚 地 肌 为 X| 中 含 Z (1(21) = p22) = 
zeX) 的 道路 连通 开 邻 域 
还 须 证 明 g 是 满 射 ; 即 对 任 一 点 y€ 廊 , 存在 ze XX, 满足 
p(x)=y. 为 此 ,选取 任 一 点 Z1E Xi, 令 p(X = Ta,pi(CE)= 
pa(22)=xe ,选取 XX 中 以 为 起 点 ,y 为 终点 的 道路 f, 则 上 
= psf 是 X 中 以 x 为 起 点 的 道路 ,于 是 存在 它 在 X 中 以 为 起 
点 的 唯一 提升 道路 及 满足 ph =g. 设 是 的 终点 , 风 gh 与/ 
具 相 同 的 起 点 而 且 p2 gh = g = pzf, 由 提升 道路 的 唯一 性 , p(z) 
=y. 4 
在 这 一 节 的 最 后 ,我 们 考查 覆盖 空间 的 存在 性 . 即 对 底 空间 
X 的 基本 群 ri(X, zo) 的 任 一 于 属 共 斩 类 HH, 是 否 存在 覆盖 空间 
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(Xp 使 它 的 基本 群 x1 (外, 芝 ), (了 ) = ro 在 .之 下 从 是 给 
定 的 子 群 共 加 类 互 .我 们 先 观察 一 个 特殊 而 简单 的 情况 . 假设 办 
盖 空 间 ( 丈 , p) 的 基本 群 mi(X, 工 ) 在 请 ,之 下 的 像 p .ri(X, 工 ) 是 
ri SR, xzo)(p(z) = xo) 中 仅 含 单 习 元 的 平凡 子 群 的 共 叔 类 .因为 
户 ,是 单身 ,所 以 这 时 ri( 避 ,了 工 ) 也 是 平凡 群 , 因 北 开 是 单 连 通 空 
间 . 从 此 ,对 xo€ 处 , 设 zep-!'(zxo), U 是 xo 的 基本 邻 域 , V = 
p-!1(U) 包 售 之 的 道路 连通 分 支 ,因而 有 下 列 的 可 交换 图 表 : 


VX zi (Vi) rn (XK, 7) 
站 中 由 ten. |. 
U——>X m{U, ro rm (xX, xo) 


其 中 ; 是 包含 映射 .由 于 plv 是 同 胚 , ( 户 | v) . 是 同 构 . 当 ri( 天， 
之 ) 是 平凡 群 , 则 i ,是 平凡 同 态 .于 是 对 任意 的 [c]eri(U, zxo)。 
if[c]) 是 ri(X,zo) 的 单位 元 ,这 表明 ze 有 个 连通 邻 域 可 使 得 
可 中 以 ro 为 基点 的 闭路 在 中 等 价 于 常 值 押 路 ,这 就 是 要 求 启 
空间 应 具有 的 特性 , 籍 以 保证 x,(X, zxo ) 的 每 个 子 群 打 都 存在 烛 
应 的 覆盖 空间 ( 广 , 户 ) 满 足 px ri 入 , 工 ) = 开 ,p() = zo. 我 们 将 
在 后 而 证 明 获 盖 空 间 的 夺 在 性 定理 . 

定义 ”对 拓扑 室 间 和, 如果 对 任意 的 ze X, 都 存在 x 的 邻 域 
也 , 鹿 得 包 依 脆 射 i: U 一 天 的 诱导 同 窟 i :ri x) 一 zi(X, xz) 
是 平 几 同 态 , 见 称 X 是 半 局 部 单 连 通 空间 


例 如 图 2-5 所 示 , 设 X= 则 C, 此 中 C 是 中 心 在 
(二 ,的 ,半径 为 二 的 区 周 , 则 在 (0,03 处 天 存在 上 面 定义 中 的 邻 域 ， 
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所 以 不 是 半 局 部 单 连通 空 
闻 . 

定理 〈 履 盖 空间 的 存在 
性 定理 ) 设 X 是 道路 连通 .局 
部 道路 连通 而 且 半 局 部 单 连 通 
的 拓扑 空间 , zoe X; 则 对 x 
(X, xo) 的 任意 子 群 昌 , 必 存在 
道路 连通 空间 X 和 履 盖 投影 
:久久 ,使 得 对 每 个 ze p-! 
《ro) ,Ps ri( 基 ,之 )= 厅 . 永 即 
1p. xi(X,z)1zep (ze)l 是 号 的 共 入 类 . 


证 明 我 们 先 构 作 一 个 点 集 义 ; 任 取 一 点 xoe ,以 xo 为 起 
点 的 全 体 道路 的 集合 记 为 2 在 中 规定 等 价 关系 为 当 o, re 
则 o 一 + 当 且 仅 当 a(1) = r(1) 而 且 [e * Je 及 ,我 们 记 o 的 等 价 
类 为 5, 即 2"=iho[ollheH,oel. 令 社 = forlaesd 区 
久 定 义 为 p(o")=o(1),o "eX, 子 是 从 久 的 道路 连通 性 可 知 p: 
区 X 是 满 射 . 

现在 定义 义 的 拓扑 :由 于 X 是 局 部 道路 连通 空间 ,对 任 一 个 
ze 岂 则 o(1) 的 道路 连通 开 邻 域 G 必 存在 (如 图 2-6 所 示 ). 设 p 
是 以 oa(1) 为 起 点 的 道路 . 如果 o" =r", 则 有 (oc#p)”= (rx* 
6) , 令 B(D,a)=j(oxp)"ip 是 U 中 以 a(1) 为 起 点 的 道路 1， 
显然 B 非 空 ,因为 a"eB(U,a). 而 且 对 任 一 个 e*eB(U,o), 则 
有 B(U,a)= B(U,r). 在 此 验证 子 集 族 多 = 1B(U,o)io 是 以 起 
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图 2-6 


点 为 zo 六 的 道路 , U 是 含 o{1) 的 道路 连通 开 邻 域 | 是 义 上 一 个 
拓扑 5 的 新 扑 基 . 俐 设 BCUL,o1), 日 (Ussas)E 红 这 时 对 任 一 点 
reB(lU,e) NB( Ua), ril)s WIN U;, 出 了 的 局 部 道路 连 
酒 性 , 存在 r(1) 的 道路 连通 开 邻 域 VC Un Us, 因 此 存在 BCV， 
Fr)CBCU NB( UO, r= BU ,oN B(U,, cz), 它 也 是 芝 
的 成 员 .于 是 以 多 为 拓扑 基 , 在 芯 上 构 作 拓扑 使 威 为 一 个 拓 
空间 . 


其 次 要 证 明 由 pto")=ol1) (a"e 义 ) 所 定义 的 p: 久 一 是 
覆盖 投影 :首先 , 的 成 员 BLU, a) 在 p 之 下 的 像 z 是 X 的 开 集 ， 
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所 以 p 是 开 上 映射. 其 次 ,对 任 一 点 a* EX, 设 p(o* ) 的 一 个 邻 域 
为 分, 而 U 是 pla')=oal1) 的 道路 连通 开 邻 域 且 落 在 殉 中 ,所 
以 B(U,o) 是 o* 的 邻 域 而 且 满足 p(B(U,o))= UCW, 因 此 p 
在 ”处 连续 .对 每 点 zieX, 可 选取 x, 的 一 个 道路 连通 开 邻 域 U 
使 得 包含 映射 i U 一 XX 诱导 出 平 几 则 窟 i rtCU rT Dxi(X， 
x1) .对 每 个 B(U,6), p(B(U,o)) = U, DU, fr, B(U, a) 
Cp 1(U). 另 一 方面 .对 rt*'ep 1:(U), 则 rl(1)e U, 于 是 可 选取 
U 中 连接 r(1) 到 x 的 道路 p, 令 c=rxp, 风 rr~axp,r"=(o 
*P) "eB(U,o), 所 以 p 《UYCU ,Gy B(U,o). 因 此 证 明了 


pb ICU) = Ue B(U,o). 假 如 reB(U, oD 站 BCU, o,), 则 


有 B(U,6l)=B(U,o2)=B(U,r). 因 此 ,对 不 同 的 ,相应 的 
B(U,o) 是 不 相交 的 . 由 于 p 是 连续 的 开 满 射 . 刹 下 的 是 验证 
p [seo.a:B(U,o) 一 U 是 双 峰 , 亦 即 证 明 它 是 单 射 即 可 .从 而 
| wa 是 同 是 .为 此 , 设 p1, p; 是 U 中 以 e(1) 为 起 点 的 道路 , 满 
足 p((ox e)*)= (ex oj) ) 于 是 pl(1)= ps(1). 因 为 
mi(U,zi) 一 xit(X,ziD) 是 平凡 同 态 ,所 以 pl * p; 在 XX 中 是 零 伦 
的 , 即 与 常 值 道路 ee 等 价 .因此 ex pl ~o * pz, 即 有 (a * pi) ”= 
(a * oa) ,从 而 完成 了 请 是 覆盖 投影 的 证 明 . 

最 后 还 须 验证 六 是 道路 连通 的 而 且 存 在 zoe p-'(xo), zoe 尽 
满足 px,(Xz0) = 五 . 设 o 是 X 中 以 x 为 起 点 的 道路 ,我 们 作 
出 它 在 p 之 下 的 提升 5: 令 从 ro 到 a( 4.) 的 道路 me :1 一 X 定义 为 
i =a 5),se[0,1], te[0,11, 构 作 3:1 一 革 岂 51)= 
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(ar) ,te [0,11 所 决 
定 , 则 a(0) 是 XX 中 以 
zo 为 基点 的 常 值 道路 
ei 关于 H 所 周 的 等 
价 类 ,， 记 为 z= 
(er ) 5(1) 恰 好 是 
"而且 p(cCt)) = 
pon) ) =a(1)= ea(0,te[0,1, 因 此 满足 p5= ,我 们 在 此 证 
明 这 样 的 映射 5 是 连续 的 :对 任 取 的 10 及 st = (ou) "在 芒 中 
的 邻 域 B(U, 40). 如 图 2 - 7 所 示 , 当 选取 充分 小 的 3>0, 使 得 | 
-iol <8 保 证 oC14)e DU. 设 p 是 so 从 olzo) 到 ot1) 的 部 分 道路 ， 
即 p(s)=ol《1-s)tot st1),se(0,1], 于 是 存在 os * po 与 c, 之 间 
的 同 伦 : 


[ED 


2110(1 -+it]s 1+1 
ol 
pon 


(scad1- (25 -D+ (2s ~ De 1 
而 5 = (0) eBLU, a) 所 以 5 在 to 处 连续 ， 

于 是 ,对 任意 的 oeX,o 是 中 以 xe 为 起 点 的 道路 , 它 的 提 
升 5 Bro 为 起 点 ,o "为 终点 . 即 任 一 点 o" 可 以 用 一 条 道路 与 zo 连 
接 起 来 ,因此 六 是 道路 连通 的 . 

对 任 取 的 [oJ]e 日 ,而 o 是 下 述 在 p 之 下 o 的 提升 :这 时 [eo * 
6 ]=[oJsH, 所 以 在 昌之 Fo~ero'=(e,) "=o, 于 是 3 是 


久 中 以 各 为 基点 的 闭路 . 因为 p([5]) = [oJ, 所 以 [so] € 
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P(x 0)), 医 此 肛 己 p(ni( 久 ,X06)), 反 之 ,对 [5]E 
zi 六 ,20), 令 a = 所 ,因为 2 是 以 50 为 起 点 的 a 的 唯一 提升 道路 ， 
所 以 5 的 终点 是 a* .又 医 5 是 六 中 闭路 ,371) = 了 所 以 一 30 
= (er) ,yz 与 cx 在 互 之 下 是 同 伦 ,从 克 有 [c]e 九 , 即 p, ri(X， 


CH. 因 此 psn:(X, zo)=H. 


综 上 所 述 , (Kp) 是 的 闭 盖 空间 .1 
85 泛 夏 盖 空 间 


从 上 节 的 存在 性 定理 ,对 于 道路 连 适 ,局 部 进 路 连通 且 半 局 部 
童 连 通 空 间 而 言 , 它 的 基本 群 的 子 群 共 视 类 与 X 的 医 盖 空间 
的 同 构 类 移 成 一 一 对 应 . 从 此 有 两 个 特殊 的 情形 ;一 种 是 对 于 整个 
基本 群 ziLX, x6) 的 闭 盖 空间 (X,idx), 此 中 idy 是 致 自身 的 恒 同 
映射 ; 另 一 种 是 对 应 子 wy, ro) 中 仅 包 含 单位 元 的 平凡 子 群 的 
六 盖 空 间 ,这 时 的 戏 盖 空间 ( 浪 , p), 入 必定 是 单 连 通 的 .于 是 有 下 
面 的 概念 . 

定义 没 (区 , p) 是 的 覆盖 空间 , 当 大 是 单 榨 酒 的 , 出 称 
《X, 户 ) 是 X 的 通用 覆盖 空间 。 或 泛 标 盖 空 间 ， 

定理 ”空间 站 的 任 两 个 汉 涂 盖 空间 是 同 构 的 . 

证 明 ”由 于 空间 X 的 任 一 渡 材 盖 空 间 决定 子 庶 空 间 X 的 基 
本 群 的 平凡 子 群 ,由 上 一 忆 的 分 类 定理 , 则 x 的 任 两 个 汉 御 盖 空 
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间 是 同 爸 的 . 1 

例 1 S! 的 里 盖 空 间 ( Ri,p), 这 时 wi(R') = 101, 
,ri(RD = 10! 是 S! 的 基本 群 的 平凡 子 群 ,所 以 (R!',p) 是 S! 
的 泛 害 盖 空 间 . 

例 2 (S52,p) 是 RP? 的 覆盖 空 间 ,因为 S? 是 单 连 适 的 , 所 以 
(S? 站 是 RP? 的 泛 履 盖 空间 ， 

例 3 (RxR,Y) 是 环 而 T? 的 杉 盖 空间 , 因为 R 是 单 连通 
的 , R X R 也 是 单 连通 的 , 所 以 (Rx R,Y) 是 T? 的 泛 比 盖 空 间 . 

例 4 (S',g,) 不 是 31 的 泛 材 盖 空 间 . 

例 5 无 穷 螺 线 Q 也 是 S! 的 覆盖 空间 ,这 时 xi(Q) = {0 与 
x1( 及) 同 构 ,所 以 S! 的 两 个 泛 覆 盖 空 间 ( R',p) 与 (Q, p) 是 同 构 

定理 设 (X,p) 是 外 的 泛 入 羡 空间 , (XX,, p1) 是 义 的 任 一 可 
盖 空 间 , 则 存在 同 态 p: 义 一 X,, 使 得 ( 匀 , g) 是 XX 的 着 盖 空 间 . 

证 明 设 zoe X20€ p(x0), epi'(zo), 因 为 xL( 芝 ， 
0) 是 平凡 群 ,所 以 xi( 总 ,z0)CC 思 ，xi( 总 , 二) 由 上 一 节 定理 
4, 则 存在 同 态 p 满足 p( io) = 工 , 再 由 上 节 定 理 6, (总 , y) 是 广 
的 覆盖 空间 .4 

从 定理 即 知 所 请 汉 材 盖 空 间 的 涵 意 . 

对 于 空间 X 的 泛 材 盖 空间 (X, p), 一 方面 有 它 的 杀 性 类 , 即 
由 的 基本 群 的 子 群 共 轿 所 决定 , 另 一 方面 , (X, p) 有 它 的 自 同 
构 群 A( 鲜 , p). 这 两 省 的 关系 由 下 面 的 定理 给 出 

定理 设 (XX, p) 是 XX 的 汉 覆 盖 空 间 , 则 (多,) 的 自 同 构 群 
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人 4( 基 ,所 ) 与 r.CX，xo) 同 格 .riKX.zo) 的 阶 就 是 汪 锋 关 空 间 的 片 
数 . 

证 明 在 汇 中 取 基 点 xu 并 在 区 中 取 一 点 守 满足 (了 ) = 
ze 定 文 国 数 ;A(X p) 一 x (xo) 如 下 :对 fe ALK,p)， 
f(z。 六, 设 是 六 中 从 到 f(z) 的 道路 ,因为 了 满足 pf= 思 ,所 
以 AT)E pro), 因此 py 是 蔷 中 以 xo 为 基点 的 际 路 .从 此 定 
多 TA py, feALX, p). 

自 守 苹 单 连通 ,所 以 二 到 7(z) 的 任 一 道路 都 是 反 伦 的 ,因此 
对 给 定 钓 了 ,[ zy] 是 完全 确定 的 ,因此 了 是 完全 确定 的 . 

现 证 明 工 是 品 态 : 设 万 , f2€ A(X, ,7 1、72 分 别 表 去 六 中 
反 一 点 于 E 欧 到 六 人) 和 广 (2) 的 道路 , 则 (14) = [py1] 
T(A) = [pya], 而 乘积 道路 yx F172 是 从 工 到 由 户 ( 工 ) 的 道路 ， 
因此 T(CAP) =[ p(y f 72l= [py * phys]= [py * as]= 
TOF) TIA). 

下 证 醋 是 单 射 : 设 TCL) = TCf), 划 由 帮 1 与 及 决定 的 X 
中 的 闭路 p71 与 py 等 价 .根据 单 值 化 定理 ,由 于 (CY) = 户 ( 工 )， 
所 以 让 = 户 - 

景 后 证 明 工 是 满 射 : 设 [e]E ri(X, xzo), 令 是 X 中 起 点 在 
bt(xa) 的 的 覆盖 道路 医 为 站 单 连通 , px (XX) = t0 
到 pri( 和 ,0D)， 医 此 压 在 映射 p 的 提升 演 足 h(2)= KK17 
而 且 ph = p, 所 以 大 是 同 态 ,我们 将 5(1) 与 二 对调 , 同 理 存在 
(六 p) 上 的 同 态 ,满足 (2(1))= 这 .由 于 也 种 扔 都 是 上 的 
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证 同 同 容 , 且 在 荣 一 点 处 一 致 ,所 以 h 是 闻 询 , 注 是 Tt) = [p26] 
=[a], 从 而 完 威 了 和 (区 ,2) 与 (XX, xo) 是 司 均 的 证 明 

再 者 , 由 于 了 是 单 射 , 它 建 立 了 pr(ro) 与 zi(XX, zx0) 的 子 
集 问 的 一 一 邓 应 ,而 是 满 射 表明 1(X, zx0) 的 每 个 富 耸 类 [a ] 对 
应 于 pz) 中 的 一 点 811) .因此 p 5(xo) 的 基数 , 邯 ( 总 , p) 的 
片 数 等 于 ri X， 0) 的 阶 ,上 

这 个 定理 说 明 ru(X,x5) 的 一 科 计 算 方法 . 

鲁 设 (LR',p) 是 S! 的 泛 材 盖 空 间 ,其 中 p:R' 一 SI! 是 指数 
映射 . 定 文 映射 p: A(X,p) 一 Z 她 下: 设 FE ALX,p), 则 有 
pitY= pr te R', Bh exp(t2rf(:)) = expl2rit), 因此 {7} -+t 
SZ. 由 于 R! 是 连通 的 ,因此 (F- idr'){R") 也 是 连通 的 .从 而 存 
在 x€E2Z 使 F(1) 二 t +n, 男 此 得 知 与 # 建立 一 一 对 应 ,所 以 
A(R!,p) 与 台 同 构 , 根 据 上 述 定 理 ,得 出 x,(S')x2. 

网 (S*,p) 是 RP? 的 汉 复 盖 空 间 , 比 中 p 是 净 对 径 点 等 同 
的 投影 , 它 有 两 个 自 同 构 , 即便 同上 映射 和 对 径 喘 射 . 因 此 4( S?, p} 
是 除 为 2 的 循环 群 , 者 上 述 定理 , xj(RP2)s Za 
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在 本 章 的 最 后 , 以 定理 和 推论 的 形式 ,介绍 洲 盖 空间 理论 的 应 
用 的 几 个 例子 . . 

定理 ”不 存在 连续 驶 射 /: 5* 一 5! 流 吓 对 所 有 的 x 二 9?， 
Fr= fr). 

注 这 个 定理 是 著名 的 Borsuk - Ulam 定理 的 特殊 情况 .该 
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定理 断言 :不 存在 连续 映射 六 "一 S*" ‘(之 1) 使 得 对 所 有 的 ze 
S",f( 一 xz) = 一 了 tz), 亦 即 把 对 径 点 竖 到 对 径 点 去 的 连续 晓 射 
5" 一 S"-! 是 不 存在 的 .此 ”= 1 定理 是 显然 的 ,因为 这 时 5 是 离 
散 的 ,而 $! 是 连通 的 . "= 2 即 我 们 要 介绍 的 定理 . 

证 明 在 反 证 法 .假如 将 5? 的 对 径 点 映 到 S! 的 对 和 色 点 的 连 
续 颈 射 了 在 在 的 话 , 由 于 S2( 相 应 地 $1) 是 RP*( 相 应 地 RP!) 的 
覆盖 空间 , 因此 可 定义 连续 映射 8: RP? 一 RP! 便 得 下 面 图 表 豆 交 
换 , 其 中 p,q 分 别 是 相应 的 猎 盖 空 闸 的 戏 盖 投影 ， 

(S710) i (5, yo) 
py 二 
《RP2 po) _ 8 > (RP', qo) 

其 中 zoe SY ye = 了 (xa), pe= plzxe), qa= a(yel. 设 a 是 S? 连结 
一 对 对 经 点 zo 到 - ze 的 道路 ,网 gfe 属于 RP! 中 以 go 为 基点 的 
闭路 的 一 个 等 价 类 ;而 从 了 的 性 质 , 我 人 有 fo (1) = 了 (- zo)= 
一 (zo) = - 产 (0), 因 此 fa 不 是 闭路 .所 以 afe 不 属于 go 处 的 
常 值 闭路 等 从 类 , 即 iafz] 冯 [0]. 然 而 从 图 表 多 可 交换 性 , [ gf ] 
=[gpa], 其 中 pa 属于 基点 在 po 处 的 闭路 等 价 类 ,而 g,([ pa]) 
= [es 碳 ] 汉 [0]. 另 声 面 ,由 于 71( RP*} 实 Zo, mi(RP*) 守 2Z, 而 从 
Z; 到 Z 的 同 态 必定 是 平凡 同 态 , 即 g,([ pa]) = 01, 得 出 矛盾 
1 

扒 人 1 设 8:5: 一 RR* 是 连续 喘 射 ,使 得 对 一 切 ze S?， 
g(x)= 一 g(r). 则 有 某 个 S: 中 的 点 xz 满足 g(x)=0. 

证 明 ”假如 对 一 切 re S?, g (x) 汐 不 为 零 , 则 由 了 (x) = 
g(xz)/ Wg(z) 咱 ,xsS? 所 决定 的 了 52S- 是 连续 的 ,与 上 述 定理 耶 
盾 .1 
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推论 2 设 产 :S? 一 R: 是 个 连 组 了 觅 东 , 则 至 少 有 一 对 对 径 点 
工 与 ~ 满足 h(x)=h 一 zx) 

证 明报 如 在 S: 中 不 存在 满足 h(x)=( 一 xz) 的 点 ze S?， 
则 由 g(x)= 有 h(x) 一 (一 x), xeS? 所 决定 的 函数 zg: 5S: 一 R? 与 
推论 1 了 矛盾 .上 二 

注 推 沦 2 有 -- 个 月 趣 的 物理 解释 . 当 我 休 扫 地球 表 面 看 为 
一 个 2 维 球 面 , 假设 测 基 气压 和 温 谋 的 函数 4A(z) 与 TI(xz)? 都 是 
连续 的 . 则 映射 +4:S: 一 RR 由 有 rz)=(A(r), T(x)), xs5? 所 定 
义 是 连续 的 , 推论 2 表 焉 在 地 球 表面 上 至 少 存 硅 一 对 对 径 点 , 具 柜 
同 的 气压 和 温度 ， 

注 在 以 前 所 提起 的 基本 峡 的 例子 ,都 是 交换 群 .我们 兴 窗 盖 
空间 的 概念 ,提供 基本 群 是 非 交 撞 群 的 例子 .如 图 2 一 8 所 示 , 设 底 
空间 多 是 两 个 从 切 的 圆周; 


[村 


图 2~8 


=j(z,w)e 31x S'|x=1 或 w=1|, 而 害 盖 空间 和 为 


=1(x,y)E Rx 或 y 是 整数 |, 覆盖 投影 p: 一 XX 定义 
为 p(r,y)= 《exp(2rix),exp(2riy)), (x,y)e R*. 于 是 ,p 把 XX 
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中 每 个 小 方块 的 水 平 线段 环绕 X 的 左 侧 圆周 ,而 每 个 坚 直 线段 环 
绕 X 的 右 侧 圆周 . 设 y 是 六 中 基点 在 (0,0) 处 的 闭路 ,而 以 [a] 和 
18] 分别 表示 X 的 左右 圆周 的 基本 群 的 生成 元 . 则 [7y] 不 是 x 
(总 ) 的 恒 等 元 , 由 于 p ,是 单 射 ,所 以 ps([7])=[a]*[B]e[a]-! 
:[8]-! 不 是 xi(X) 的 便 等 元 .而 若 1(X) 是 交换 群 , 则 它 的 换 位 
于 [cl.[81,[e1-1[8]- ! 必 须 是 xi(X) 的 异 等 元 ,大 此 x1(X) 不 
是 交换 群 . 
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习 题 


1. 设 户 :RS 由 (zt)=exp2xit 所 定义 ,证 明 b+ 是 局 
部 同 胚 ,但 不 是 复 盖 投影 . . 

2. 设 (X, p) 是 X 的 覆盖 空间 , XeCX 是 连通 且 局 部 道路 连通 
子 集 , 部 是 p-!(X0) 的 道路 连通 分 支 ,证 明 p|x,: 加 一 Xo 是 窒 盖 
投影 

3. 设 (各 ,p1) 是 Xi 的 入 其 空间 , CX,, ps) 是 Xi 的 覆盖 空 
间 , 如 果 Xi= Xz, 令 是 [x1 zs EXLX Xa] pi(z1) = pa(xz)| 
的 道路 连通 分 支 . 设 p:X 一 X 为 (zi xza)= p(x1). 证 明 p 是 
颖 盖 投影 . 

4. 设 文 是 连通 且 局 吕 道 路 连通 的 紧 致 T; 空间 , X 是 连通 且 
局 部 道路 连通 的 T; 空间 , 证 明 ;局 部 同 凸 p: 六 一 X 必 为 覆盖 投 
影 

5. 设 ( 艺 , p) 是 区 的 覆盖 空间 , o, = 是 X 的 道路 而 且 s(1) = 
r(0),z 与 + 分 别 是 它们 的 提升 ,而 且 5(1)=z(0), 证 明 5 x 是 
* 的 提升. 

6. 设 p: 久 一 贸 是 覆盖 投影 ,如 果 了 映射;: 一 满足 ps = idx， 
则 称 ; 为 p 的 截面 .证 明 p 存在 截面 的 充 要 条 件 是 bx,(X, zo) 
=r(X, pro)). 
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了. 设 X 连通 量 局 部 道北 连通 , f: 8-* 5! 零 伦 证 得 车 在 映射 
8:X 一 只 使 得 六 xz) =explig(x)). 

8. 验证 禾 盖 空间 的 同 构 是 等 价 关系 . 

9. 设 (X, 六 是 左 的 覆盖 空间 而 且 (Y, 9) 是 了 的 效 盖 空间 。 
证 明 (Xx Y, px 9) 是 Xx Y 的 斤 盖 空间 ,其 中 px g 表示 自然 
的 乘 职 觅 射 - 

10， 设 下 列 图 表 古 交 次 : 


证 明 〔 1) 如果 py, ps 是 愉 盖 投影 , 划 p 也 是 爱 盖 投影 . 
(1) 如 果 p,p, 是 覆盖 投影 , 则 pz 也是 疆 盖 投 彩 . 
{ 诈 ) 如 果 pps 是 覆盖 极 影 ,而 习 XX 存在 泛 米 盖 空 间 ， 
则 pi 也 是 覆盖 投影 . 


11. 戏 证 区 的 材 盖 空间 (站 的 一 切 自 同 构 A( 沁 四 是 一 个 
群 

12. 设 义 单 连通 , 则 (X, idx) 是 和 的 反覆 盖 空 间 ,其 中 idx 表 
示 义 的 恒 同 映射 、 

13. 证 明 实 的 a 维 射 形 空间 RP"(w 之 2) 的 基本 群 x,( RP") 
与 模 2 整 蒜 群 同 构 . 

14. 利用 $5 最 后 一 个 定理 证 明 xi0S9 兰 Z, 7.(S!x S52) 宇 
ZODZ. 
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在 第 一 章 , 我 们 引进 联系 一 般 拓 扑 空间 的 代数 结构 基本 群 , 它 
虽 具 拓扑 不 变性 , 然而 却 不 能 完全 依靠 基本 群 作为 判定 两 个 空间 
是 否 同 胚 的 依据 , 因为 不 同 虾 的 空间 可 以 具 相 同 的 基本 群 .例如 
S", 对 所 有 的 n 之 2, 都 有 ri(S") 兰 Z. 至 于 基本 群 概念 的 进一步 
推广 , 即 所 谓 高 维 同 伦 群 ,我 们 将 留 到 补充 知识 部 分 作 一 些 介绍 ， 

从 历史 发 展 的 情况 而 言 , 有 另 一 种 观点 和 方法 , 乃 从 一 类 较 特 
别 的 空间 出 发 , 引进 另 一 种 代数 结构 , 即 同调 群 的 概念 ,由 于 它 也 
具有 拓扑 不 变性 ,因此 对 这 一 类 特别 的 空间 具有 新 的 拓扑 不 变量 ， 
即 所 谓 单纯 同调 群 . 它 既 直观 而 且 便 于 计算 .这 个 狂 念 可 以 推广 到 
对 一 般 拓 扑 空间 的 情况 ,建立 所 谓 坷 异 同调 群 概念 , 它 也 将 留 到 补 
充 知识 部 分 再 作 简单 介绍 . 
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$1 单纯 复 形 


为 了 建立 单纯 复 形 的 概念 , 先 介绍 a 维 欧 氏 空 间 R*" 中 的 一 
些 基 本 福 念 . 

定义 设 aosa,…,as 是 Rr 中 心 +1 个 点 ,如 果 诸 向 量 ai 一 
ao az an, ,ay ~ ao 是 线性 无 关 的 ,由 称 诸 p+ 1 个 点 是 几何 
无 关 的 ,或 几何 独立 的 . 

从 定义 立 即 可 
知 ,在 R3 中 单独 
一 点 或 两 个 不 同 的 
点 ao, al 是 几何 
独立 的 ;不 在 一 直 
线 上 的 三 点 ao， 
aly az 是 几何 独立 
的 ;不 在 同一 平面 
上 的 四 点 也 是 几何 
独立 的 ,这些 直 观 
对 象 相当 于 确定 一 
” 图 3-1 点 、 一 个 线段 ,一 个 
三 角形 和 一 个 四 面体 等 几何 图 形 .为 了 把 这 些 图 形 作 高 维 情况 的 
推广 ,我 们 在 Rs 中 观察 几何 独立 的 三 点 a0, a1, a2. 则 由 该 三 点 决 


定 的 平面 的 向 量 方程 是 OF = Oa + ao 记 = O25+ 了 AN aan ,其 
中 P 是 该 平面 上 的 任 一 点 (图 3- 1). 用 点 表示 时 , 设 以 x 表示 向 
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第 让 的 端点 P, 即 zao+ 四 2 (au - ao) 


当 我 们 把 它 写 为 x = 立 ， 


则 式 中 的 no=1- 党 4 ,= 
特 当 点 P(z) 在 该 平面 的 三 角形 aoalaz 内 部 时 , 则 诸 4; >0. 

上 述 概念 推广 到 R” 中 去 , 即 得 出 凡 何 独立 的 p+1 个 点 ao， 
al an 决定 唯一 的 一 个 p 维 超 平 面 , 该 超 平面 的 任 一 点 x 可 唯 
一 地 表 为 


p 
T=a0t Sa -a0),AeR. 


或 。 xz= 号 ha, 此 中 heR 而 且 满足 关系 式 各 1 = 1， 
定义 设 aoai,…，ar 是 R 中 的 +1l 个 凡 何 独立 的 点 集 ， 
则 点 集 
lzeR"|z= haa >0, SA,=1 (1) 
称 为 以 ao al …， as 为 顶点 的 维 单 形 , 记 为 (a0…a,), 诸 实数 
Ao Ab 2s 称 为 点 x 关于 请 点 a0,…, ap 的 重心 坐标 . p 维 单 形 
记 为 or( 或 简 记 为 o), 其 中 p 表示 单 形 o 的 维 数 dim c， 
因此 , 0 维 单 形 (ea ) 是 一 点 ;1 维 单 形 (aoai ) 是 以 ao, al 为 端 
点 的 线段 , 即 由 点 集 
=taeot+(I 一 tab0siS1 
所 组 成 ,或 记 为 += tal+ rialiyto 疡 0,0 六 0,zo+t=1i( 图 3-2 
G6))2 维 单 形 (aoaiaz) 是 以 ao, et as 为 顶点 的 三 角形 及 其 内 部 
(图 3 一 2(ii));3 维 单 形 (auetaaa3) 是 以 ao al az, as 为 顶点 的 
四 面体 ;等 等 ,显然 , 单 形 是 R* 中 紧 致 串 集 .而 式 (1) 的 点 集中 , 
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ao 
x a AN 
a Pp oh 
(1) 
Ci) 


图 3 一 2 

均 为 正 数 的 子 集 称 为 p 维 开 单 形 .例如 1 维 开 单 形 是 线段 的 内 部 ， 
2 维 开 单 形 是 三 角形 的 内 部 点 集 , 3 维 开 单 形 是 四 面体 的 内 部 点 集 
等 等 .对 单 形 ?= (ao…ap) 而 言 , 设 io, tb …, i 在 0,1,…,p 中 
取 值 (gp); 当 ao, al ay 是 几何 独立 的 , 则 9 维 单 形 o= 
Casa ) 称 为 户 维 单 形 中 的 9 维 面 (g 委 训 ), 记 为 of<<o?; 当 
4< 户 时 , 则 称 of 是 ot 的 真 面 .例如 c? = (aoaiaz), 它 的 三 个 0 维 
面 是 (ao), (a1), (a2); 三 个 1 维 面 是 (aoa1), (alaz) 和 (anaz), 还 
有 一 个 2 维 面 即 (aoa14a2) 本 身 .而 且 除 了 (aoa1a2) 外 , 其余 诸 面 
是 v2 的 真 面 . 

定义 设 玉 是 R" 中 单 形 的 有 限 集 , 当 K 满足 下 述 诸 条 件 : 

(iD 如 果 o 是 K 的 成 员 , 则 e 的 任 一 个 面 也 是 K 的 成 员 ; 

(i) 如 果 ci 与 52 都 是 KK 的 成 员 , 则 ol 与 cz 的 交集 或 者 是 
空 集 \ 或 者 是 el 与 oa 的 公共 面 ; 

则 K 称 为 一 个 单纯 复 形 ,或 简称 复 形 . 

这 时 K 中 诸 单 形 的 维 数 的 最 大 值 称 为 该 复 形 K 的 维 数 , 记 
为 dim K. 

设 复 形 工 包含 在 复 形 K 之 中 , 即 工 的 成 员 是 KK 的 成 员 的 子 
集 , 则 工 称 为 K 的 子 复 形 , 记 为 LCK. 


“76. 化 烧 帮 内 党 如 沦 


图 3-3 
> 人 A A mw A 
【1 一 Civ) 
图 3-4 


《图 3 -30) {i8)) 都 是 复 形 ; 而 (图 3 一 让 站 ~ (iv)) 都 不 是 复 形 . 

例如 KR = }a6, at eayeaveadyesitaoa ) (araz}, (aoaz)》， 
(aa), tasns), asa); aidesa3)! 是 一 个 2 维 复 形 . 于 是 工 = 
jagran antaoenD) Ca.az), (aoa2); (419203) | 也 是 一 -个 复 形 , 它 
是 K 的 子 复 形 ,而 1ao, 《aoa1)| 却 不 是 复 形 , 为 它 不 包含 
(anet) 的 站 5e uv)、 

定义 设 o 是 一 个 p 维 单 形 ,由 它 的 所 有 的 面 折 以 成 的 集合 
是 一 个 p 维 复 形 , 称 为 m 的 闭 包 复 形 , 记 为 Qi = jelo<ori. 

而 of 的 爹 部 真 面 是 一 个 (p - 1) 维 复 形 , 称 为 o" 的 边缘 复 
形 , 记 为 Bho? = |alo< oo 天 of 

显然 , Bdo* 是 Ciez 的 子 复 形 
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对 复 形 KK ,其 中 维 数 不 大 于 + 的 全 部 单 形 的 集合 是 K 的 一 个 
~ 维 子 复 形 , 称 为 K 的 r 维 骨 架 , 记 为 K'=1o e Kldimo 扎 rl. 

单纯 复 形 K 的 成 员 的 并 集 ,赋予 欧 氏 空间 R" 的 子 空间 拓 
扑 , 记 为 |K|, 并 称 它 为 复 形 K 的 几何 承载 , 或 称 为 联系 K 的 多 
面体 . 

定义 设 和 是 一 个 拓扑 空间 , 如 果 存 在 一 个 (几何 ) 复 形 K， 
它 的 几何 承载 | 用 ! 与 和 局 胚 , 则 X 称 为 一 个 可 (三 角 ) 剖 分 空间 ， 
而 该 复 形 K 称 为 X 的 三 角 剖 分 . 

例 1 一 个 3 维 单 形 o =(aoaa2a3), 它 的 闭 包 复 形 的 2 维 
骨架 是 一 个 复 形 K, 它 的 几何 承载 是 一 个 四 面体 的 边缘 复 形 , 与 
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S? 同 胚 ,因此 K 与 57 同 是 , 即 这 洋 的 复 形 K 是 3? 的 一 个 三 角 痢 
分 【和 参见 图 3- SiD) .局 一 个 可 前 分 空间 $? 可 以 有 不 同 的 三 角 
剖 分 , 好 ( 图 3-sfi) 所 示 , 它 可 以 是 四 面体 的 边缘 复 形 ,也 可 以 
是 六 面体 的 边缘 复 形 . 

例 2 哥 符 面 是 可 剖 分 空间 .如 ( 团 3-6) 所 示 , 凶 性 面 可 看 为 
3 x 了 ,此 中 8: 是 单位 图 周 , 1 是 单位 线段 .而 31 与 三 角形 边缘 
同 豚 ,因此 需 柱 面 与 三 钊 性 面 局 落 , 而 三 角 柱 窗 则 有 一 个 恕 ( 申 3 
一 全 右 区 的 三 角 剖 分 ， 


_ 
a % 四 中 四 


医 3~6 
例 3 Msbius 带 可 以 看 为 一 个 长 方 条 子 ,将 左右 两 个 竖 边 之 
一 组 转 180" 之 后 ,把 它们 粘 合 起 来 而 得 到 .因此 它 有 一 个 如 (图 3 
一 7) 所 示 的 三 角 癌 分 . 


>) PEN 
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例 4 环 面 可 以 看 为 圆柱 珈 沿 左 右 醋 个 边界 区 因 净 合 而 得 到 
(区 3-8). 它 有 一 个 三 前 剂 分 如 ( 医 3 一 8) 右 图 所 示 . 为 了 保证 粘 
合 过 程 , 不 会 将 不 该 粘 全 的 地 方 也 粘 起 条, 因此 必须 训 分 为 充分 多 
的 三 角形 . 供 如 (图 3- 9) 所 示 , 它 不 能 第 为 环 面 的 三 角 刘 分 ,因此 
深 照 图 3 一 9, 把 不 该 向 合 的 地 方 也 压 起 来 , 则 与 区 柱 面 不 同 肛 . 


图 3-9 
例 5 Klein 瓶 是 可 章 分 空间 ,如 (图 3- 10) 所 示 , 它 可 以 看 为 
图 柱 面 经 过 拓 曲 后 梁 两 个 竖 向 边界 圆 看 纤 合 面 得 到 , 它 不 能 嵌入 
地 实现 在 R3 中 ,为 了 在 R? 画 出 示意 图 像 , 它 只 好 自身 穿越 . 它 的 
一 个 三 角 前 分 如 (图 3 一 10) 右 图 所 示 . 
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图 3- 1 


图 23-11 

例 6 射影 平面 也 是 可 将 分 空间 , 忆 为 射影 平面 可 看 为 一 个 
有 限 圆 盘 将 每 一 对 对 径 点 恒 同 起 来 (图 3 - tt 左 图 ) 而 得 到 . 它 的 
一 个 三 角 前 分 如 ! 略 3- 红 右 图 ) 所 示 

注 可 前 分 空间 实际 上 已 相当 广泛 ,1 维 、2 维和 3 维 流 形 , 以 
及 任意 维 数 的 微分 流 形 等 已 经 证 明 都 是 可 训 分 空间 ,其 内 容 三 超 
出 本 十 范围 . 

在 此 引进 另 一 个 概念 , 它 对 建立 总 纯 同调 群起 重要 作用 . 
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定义 一 个 a 准 单 形 收 = faoat an)gn 人 1 在 选取 它 的 请 
顶点 的 顺序 后 . 则 对 诸 顶 点 顺序 作 任 意 变动 溯 得 出 新 的 顺序 , 它 必 
属于 原 硕 序 的 奇 排列 或 偶 排 列 这 两 个 等 价 类 之 一 ,属于 原 顺 序 的 
偶 排 列 的 一 类 所 决定 的 单 形 称 为 正定 向 单 形 , 记 为 - o" ;而 属于 奇 
排列 的 一 类 则 称 为 负 定 向 单 形 , 记 为 - so" .确定 了 定 同 的 单 形 称 为 
定向 单 形 . 

注 为 了 统一 起 见 ,对 零 维 单 形 (a), 记 用 形式 +《a) 或 -(a) 
赋予 定向 ， 

例 在 1 维 单 形 ec!=iaoci) 中 , 当 我 们 约定 诸 顶 点 慌 序 为 ax 
<ab 见 +aol=(aoa) -ss=(atao》 对 2 维 单 形 呈 = 
(anataa), 当 指定 诸 顶 点 的 狂 序 为 ao< at< ez, 则 (aoa.az)、 
《aliaszao) (a2a5a1) 等 的 顶点 顺序 都 是 约定 的 硕 点 顺序 苍 偶 排 
列 ,因此 它们 都 是 正定 向 的 , 记 为 + c?; 而 《Kanesel)《ezctao)、 
(alaoaz) 则 均 为 奇 排列 , 它们 都 是 负 定向 单 形 , 都 记 为 - oz?2( 参 见 
图 3-12)， 


+5 
一 一 > 
一 一 
号 ¢ a 
一 中 


图 3-12 . 

定义 设 玉 是 单纯 复 形 .如 果 KK 中 每 个 单 形 都 给 予定 向 , 则 

称 该 复 形 是 定向 复 形 .这 时 KK 中 每 个 具 措 定 定向 单 形 都 认为 是 正 
定向 总 形 . 
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$2 单纯 同 旋 群 


定 久 设 关 是 定向 复 形 , K, 表示 KK 中 必 维 定向 单 形 的 集 
会. 如果 睦 射 cr: 开 y 一 并 使 得 对 每 个 ape Ks, cp( 一 gn)= -cs(+ 
呈 ), 则 称 映 射 =。 是 一 条 上 维 链 . 设 c, 和 da。 都 是 p 维 链 . 白 整数 
群 辽 诱导 的 点 态 加 法 运算 ,定义 c, 与 d 的 和 为 一 条 维 链 cp + 
ar 如 下 : 

(rp tds) = co ) +t ds (en). 

在 这 种 运算 之 下 ,所 有 的 bp 维 链 构 成 一 个 交换 群 , 称 为 K 的 声 锥 
链 群 , 记 为 C,(K). C6(K) 的 零 元 素 是 等 链 :一 Z. 它 对 任 一 
个 ms Kp,0(o?)=0 eZ; 链 c 的 首 元 乓 p 维 链 -c:K,Z 洪 
足 对 所 有 的 ase KC 一 cy) (or)= cla?). 

为 方便 起 见 , 涯 p<C 或 p>dimK, 令 C,(K)=0 

设 c(+0)=g eZ, 则 go? 称 为 一 个 基本 p 维 链 . 因 此 ,一 
条 任意 的 p 维 链 d， 可 表 为 基本 群 的 有 限 和 d= go 其 中 遍 
历 K 的 所 有 的 维 定向 单 形 . 

从 上 维 链 的 定义 ,我 位 有 下 列 诸 结 论 : 

0) 设 op=A'of,do= 3g.*e? 是 K 的 两 条 pp 维 链 , 则 它 
们 的 和 

cpt d= Tf tp) 

也 是 一 条 pp 维 链 ， 

(i) 链 c, 在 群 CCK) 中 的 逆 元 是 p 颖 链 
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一 co= 了 -Fo 
(iii) ”如果 KK 具 有 a 个 p 维 单 形 , 则 Cp(K) 与 «ap 个 Z 的 直 
和 同 构 .一 个 同 构 由 对 应 


六 eof (Eee go) 
给 出 ， 
注 “与 整数 加 群 不 同 的 代数 系统 亦 可 用 来 作为 p 维 链 的 系 
数 . 任 一 交换 群 、 可 交换 环 或 域 部 可 作为 链 的 系数 , 因而 使 C,( K) 
相应 地 成 为 一 个 可 交换 群 , 一 个 模 或 一 个 向 量 空间 .本 书 中 我 们 将 
仅 用 整数 加 群 作为 系数 . 

对 一 个 基本 1 维 链 (aoa1), 它 的 端点 集 是 |ao, a11, 对 于 定向 
单 形 (aoa1), 自然 地 规定 它 的 边缘 链 是 0 维 链 a + (a0}= ai 一 
ao- 而 一 个 2 维基 本 链 是 一 个 定向 的 2 维 单 形 (aoataz), 它 的 边 
缘 链 自然 地 定义 为 1 维 链 (anai) + (aiaz) + (a240); 而 2 维 链 
{aoasaz)+ (atasaz) 的 边缘 链 则 为 1 维 链 (aoat) + (atas) + 
(aaaz) + (az40), 此 中 (a14a2) 与 (aza1) 互 为 逆 元 , 取 和 时 消去 ( 参 
见 图 3 一 13》 


图 3-13 
土 述 概 念 加 以 推广 , 即 得 出 如 下 的 
定义 从 复 形 K 中 p 维 链 到 p -1 维 链 的 同 态 
Bp: Co KC, 1K) 
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满 丘 条 件 : 
Gi) 对 每 个 只 = (a0…ap), 令 


8 二 误 [ 一 1 fagp), 趟 中 避 表示 将 大 点 a; 从 
式 中 去 掉 ; 


1iD 对 迁 一 条 c= Teofe CAK), 人 Sa = Dai 

以 上 诸 式 中 ,0< pdim K. 

尖 p00 或 p>dim K, 令 9, 是 零 同 态 . 
则 该 野 射 3。 称 为 复 形 K 的 p 维 边 绿 同 态 . 

边 绿 同 态 具 有 下 述 的 重要 性 壬 : 

定理 设 KK 为 定向 复 形 , 风 对 一 切 整 数 p, 情 积 同 态 9,_1* 
3p1Cp(K) 一 C。2s( 太 ) 是 零 剑 态 . 亦 即 任意 链接 连 取 两 次 这 缘 同 
态 , 其 合成 是 个 等 区 志 , 亦 风 其 像 是 零 链 . 简 记 为 3?=0. 

证 组 对 p 坊 1 或 p>d.m 下 ,定理 的 结论 是 显然 的 . 当 1<p 
dim KK, 由 于 局 态 9 的 线性 性 质 ,只 要 证 明定 理 对 任 -- 基 本 链 * 
= (ae…as) e 玉成 立 有 "可 , 亦 即 只 须 证 明 9, ;9,(o7) =0. 


事实 上 ,9,159 = SD {aod ep))= 


~ CDT) 


+ Sarit ep) = 


= NM 一 了 二 i 

a) 
to DY (ena es) 
=0. 


定义 边缘 同 态 3。 的 该 ker as= |cps Ci(K)1asrp=Ol 称 为 
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定 句 复 形 K 的 p 维 闭 链 群 , 记 为 Z,( KK), 它 是 C,《 KK) 的 于 群 ; 
35 1 的 怕 Inairl=fasyirorllcsrie Cosi( 开 )| 灰 为 KK 的 p 维 边 
缘 链 群 , 记 为 B,(K), 它 也 是 p 维 吝 群 如 ( 开 ) 的 子 群 ,而 且 是 p 
维 六 链 群 Z(K ) 的 子 群 .Z,(K) 中 的 链 称 为 p 维 闭 链 , B,(K) 中 的 
链 称 为 p 维 边 缘 链 

由 于 3o=0, 所 以 Zo( K)=Co(K); 当 dmRK=n, 则 Cl(K) 
=0, 所 以 B.(KR)=0. 

注 从 定义 即 知 0,:C。( 玉 )->B。_.(KK) 是 演 同 态 , 它 的 炉 是 
Zu( 兵 ). 银 据 交 换 群 的 同 态 定 理 

CR) ZA RISEB, (KR}. 

定义 ”对 定向 复 形 玉 二 的 两 个 p 继 闭 链 c 与 4,, 假如 存在 

K 的 一 个 (p ~ 1) 维 链 c。, ,使 得 
9(ep-1)= ep- dy 

则 称 co 与 4 是 同调 的 , 记 为 c* 一 局 ， 

四 如 p 维 闭 链 z; 是 一 个 (p +1) 维 链 的 边缘 , 则 称 z, 同调 于 
零 , 记 为 z, 一 0. 

如 (图 3 一 14) 所 示 、 
设 c= (a0a1) + [aiay) 
+ Cazae), ci= (aa4)+ 
{asas) + Cases), 则 es 
与 cz 均 不 同调 于 零 ,而 
ci 一 cz 一 所 以 ci 一 ce 

户 维 闭 链 集 合 中 的 
同调 关系 是 一 个 等 价 性 
图 3 14 关系 , 因此 将 p 维 闭 链 
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群 Z,(K) 划 分 为 等 价 美 , 记 为 [zp] =!ce Zo(KR)|es~z. 
同 油 燃 [z,] 实 际 上 是 旁 集 
zp t+ BR)Y=:2p talc) ale, De BE 
内 此 诸 同调 类 实际 上 是 商 群 2,(K)/ B。( 政 ) 的 成 员 . 
定义 设 天 是 定向 单纯 复 形 , p 是 个 非 负 整数 , 则 玉 的 p 维 
单纯 同调 群 (简称 p 维 同调 群 ) 是 商 妖 ;FL,(K)= Z,(K)/B, 
(K). 
例 1 设 K 是 单 点 空间 [af, 求 它 的 各 维 同 调 群 . 
ps Za), p=0 
因为 这 时 CelK) 0, p20 


而 且 2(K)= 上 2， 因此 对 也 的 ,Bo(K) =0, 从 而 得 出 


HK)=Z,(K)= 和 

例 2 设 民 是 一 人 2 维 单 形 (aoaia2) 的 闭 包 复 形 C1(K), 具 
定名 由 顶点 顺序 ac< al<as 所 诱导 ,计算 K 的 各 维 同调 群 . 

除了 p=0,1,2 之 外 ,其 余 庄 开 ( 氏 ) = 

首先 , K 上 0 维 链 的 形式 为 co = go(a6) + g(al) + gz(az)， 
其 中 ge Z(i=1,2,3), 所 以 零 维 链 群 Co( 开 ) 与 直 种 Z 钨 Z 马 Z 同 
构 , 臣 此 Zo(KK) 也 与 Co{ 玉 ) 同 二 , 由 于 1 维 链 到 形式 c= ji 
(aoa1) + haraz) + h(aoa2d, he Zli=0,1,2), 因此 Ci{K) 
也 与 ZGZ 国 Z 同 构 . 根 据 

c=(— ho nao t (ho hlaer) + (kh: + ha)( a), 
则 当 刁 维 链 co 是 边缘 链 , 即 co =9c, 时 , 妈 有 关系 式 一 ho 二 
go ho 一 天 = 让 二 jg 于 是 应 有 go+gi= 一 83, 因此 该 零 
链 只 有 两 个 系数 独立 的 , 得 出 BLK) 涯 Z 仿 Z. 从 此 得 出 Ho( KK) 
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= Zo( KY/Bo( KS(ZDBZODZ)N (ZOZ) SZ. 

其 次 , 当 1 维 链 c, 是 闭 链 , 即 当 act =0, 则 它 的 系数 满 是 ~ ho 
一 有 二 0,h6 一 和 =0, hi+ ha=0, 因 此 它们 应 满足 ho=h= ~ 
hc 二 (aoal) + h(ara) -h(aoaz), 其 中 有 eZ, 所 以 
Zi(K) 宇 Z, 由 于 K 仅 有 一 个 2 维 单 形 (aoayas), 所 以 2 维 链 取 
形式 c=h(aoasa2), he Z; 从 而 有 co(K) 衬 Zz. 当 它 是 闭 链 , 即 9 
ca=0 时 , 则 2(Aatenaiaez) = h(aoal) th(ara) -h(aoa2) =0, 
它 成 立 仅 当 训 =0, 所 以 ZA(K)=10|. 从 此 得 出 Ha(K)=10|. 此 
外 , 当 1 维 闭 链 是 边缘 链 , 即 c, = ac* 叶 , 它 是 显然 满足 的 . 因此 ， 
几 是 1 维 闲 链 都 是 1 继 边 缘 链 , 亦 即 B,(K) = Zi(KK), 从 而 得 出 
HI(K)=Z(K)/B (RK)=Z1(K)/Z( KR)= 101， 

例 3 设 KK 是 Msbius 带 的 三 角 谢 分 ,如 (图 3 一 15) 所 示 , 其 
定向 由 顶点 顺序 ao< ai< az< a3< as<as 所 诱导 ,计算 K 的 各 
维 辐 调解 . 


图 3~15 
除了 p=0,1,2 之 外 ,其 余 诸 H,(K)= 01. 
K 的 2 维 链 的 一 般 形式 是 cx = go(aoa344) + gr(aoata4) + 
Balaiasas) + ga(aia2as) + ga(aoa2as) + gs(ava2as), 


当 它 是 闭 链 , 即 当 3cs=0, 经 简单 计算 整理 即 得 知 这 时 诸 系数 满足 
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&=00G=0,1,2,3,4,5). 因 此 Za(K)= 10|. 由 于 K 不 具 3 维 复 
形 ,所 以 By( 及) = :01, 因 此 
H:( K)= |0!. 

其 次 ,从 直观 上 可 看 出 1 维 链 c=1:(aoal)+l'(ara)+ 
laze tl (aoaa) 和 c=1 (aoea)+l' (asad)+E Casas) 一 
1 (aaas) 都 是 闭 链 .( 直 按 计 算 可 知 acv=0,9cy =0), 而 且 ci- 
cl 是 K 的 边缘 链 , 即 c, 一 c， 是 一 个 2 维 链 的 边缘 ,直接 计算 也 可 
得 出 cl -ce =ali' (aoaiad)+1l' (Catasas)+1' (aoeaa3)》 一 
1(anezas) -1(aiadai) 一 1 (aoasai) ,因此 ci -err 一 0 即 e 
一 ct .还 可 验证 任 一 个 1 继 闭 链 必 定 同调 于 ci 的 整数 倍 ,因此 1 
维 同调 类 集合 取 形式 1acyJ1g * Zi1, 所 以 Hi(K) 衬 Z. 

最 后 , 任 两 个 0 维基 本 链 1.(a,) 与 1(w)(iy 都 是 从 0 到 
习 痢 是 同调 的 , 例如 1'(es) -1:(ao)=8(1' (aoas) + 
1:(asas)). 因 此 零 维 同调 类 的 集合 取 形 式 j [g(ao)]1g se Z|, 所 
以 Ho( K)SZ. 

例 4 设 K 是 平 环 的 一 个 前 分 (如 图 3 一 16( 训 所 示 ). 计 算 它 
的 各 维 同调 群 ， 

对 任意 两 个 基本 零 链 1.(ai) 与 1 (a,)(i,j 从 0 到 5) 都 是 同 
调 的 ,例如 1.9(Cas) -1 (ao=atl' (aoaa)-1 (asas)), 因 此 开 
的 汰 维 链 的 同调 类 集 台 Ho(K)= lfg. (Cao) |g 。 Zi1, 所 以 
Ho( K)SZ. 

当 p=2, 设 c3 是 Z,(K) 的 任意 成 员 ,由 于 两 个 相 邻 2 维 单 形 
只 有 一 个 公共 边 , 当 要 求 acz =0 时 , 该 两 个 单 形 的 系数 必须 相等 . 
例如 Gy=(arazas),o2 二 (arasas) ,由 co= Sicl+gicz+… 则 
3c = g(arar) + gi(azas) + gilasai) t g(aras) + ga(asas) + 
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图 3-16 
8a(acail+…, 当 acz=0( 上 式 中 略 去 不 写 钓 各 项 是 与 c_ ,ca 的 公 
去 边 (alas) 无 奖 者 ), 必须 有 关系 式 gt = ga 因此 任意 的 2 维 闭 链 


必须 下 形式 < ~ zi(o 考取 K 的 所 有 2 维 定向 关 形 ),g < 
了 .于 是 ae; = 当 且 仅 当 2 了 了.5.) =0, 亦 即 8g =0. 因 此 Z;(K} 
= |01. 习 为 K 不 存在 3 维 单 形 , 故 得 Hs(K)= 10|. 

当 p=1, 设 < 是 Z1(K) 的 任意 成 员 ,如 困 zx 中 包含 内 图 的 某 
个 边 ( 例 如 (aci)) 并 具 系 数 g < Z, 则 可 取 一 个 包含 (asas) 为 边 
的 2 维 单 形 (例如 ol = (atesa4)) 则 = 与 x+gacl 局 调 ,于 是 
z =zx+ ga 不 含 (asas). 同 理 , 如 果 > 包含 一 项 g (ajas), 则 可 
取 一 个 包含 (a1as) 为 一 边 的 2 维 单 形 (例如 cz = (aiazas) 小 于 是 
z' 与 z =z galfataxas) 同 调 ,如 此 继续 把 法 处 理 ,外 可 将 = 中 
所 包含 的 内 轿 各 边 以 及 各 斜 边 消去 , 换 上 一 个 与 = 同调 的 z, 其 中 
z 不 含 内 图 的 边 只 诸 科 边 .这 种 方法 就 是 把 内 图 各 过 撞 到 当 图 过 
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缘 上 去 .因此 得 出 一 个 与 x 向 调 的 闭 链 (不 包含 除外 图 以 外 的 1 
维 单 形 ) 取 形式 x1 = go(eoai) + gi(aia2) + ga(azao), 亦 即 任 一 
个 zE Zi(K),x~z, 因 此 从 条 件 3z 0 得 出 go=g!=g2, 即 xz 一 
gz 寺中 z=(aout)+ (a1a2)+(a2ao). 因 此 HI(K ) 是 同调 类 
集合 i [gz |g e Z|, 所 以 HI(K) 宇 Z. 
例 5 射影 平面 RP? 
可 从 圆 盘 的 每 对 对 径 点 恒 
同 起 来 而 得 出 , 它 的 一 个 三 
角 剖 分 如 (图 3~ 17) 所 示 . 
计算 RP? 的 各 维 同调 群 . 
当 p<0 或 p>2, 显 
然 有 H,( RP*) 衬 101. 对 任 
两 个 顶点 ao (了 从 0 
到 5), 它 们 总 可 以 用 工 维 
单 形 连 接 起 来 ,所 以 a, 一 
(i 芭 门 ,因此 任 两 个 项 
点 部 腐 于 同一 个 同调 类 . 
所 以 有 Ho( RP?) 实 Z, 当 p=2, 如 例 4, 可 得 出 日:(RP”) 实 和 0|. 潮 
实 上 , 每 个 1 维 单 形 怡 是 两 个 2 维 单 形 的 公共 边 . 设 外 图 诸 1 维 单 
形 为 工 型 ,而 其 余 1 维 单 形 为 旧型 .假设 2 维 链 c; 是 闲 链 , 即 当 c2 
e Z2( RP?), 则 9c 中 了 型 单 形 的 系数 必 相 等 , 而 工 型 单 形 的 系数 
恰好 是 2, 因 此 acz=2g(aoe)+2g8(aiaz)+2g(azao), 当 acz = 
0, 则 仅 当 g =0, 因 此 Z2(RP?) = 101. 因 为 RP? 没有 3 维 单 形 , 因 
此 瑟 ;(RP2) = Z2(RP2)= ;0i. 不 难看 出 1 维 闭 链 必 取 形式 ze = 


g(auaz) +g(aiaz)+g(azao), 它 的 2 倍 恰好 等 于 零 链 ,而 且 3(3c 1 


图 3- 17 
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i 遍 压 所 有 的 2 纤 单 形 )= 2z, 即 闭 链 2 的 2 倍 是 边缘 链 , 习 此 
Bi(RP3 兰 22 .从 此 得 出 Hi{ RP Y) 守 2Z/7(2Z)= Za 

例 5 环 面 Ti; 太一 个 三 角 训 分 如 (图 3 一 18) 所 示 ( 图 中 相 可 
标号 的 顶点 粘 合 起 交 即 与 Tz 同 胚 ) .计算 Ti 的 各 维 同调 群 


图 3-18 
记 c={aoa) t+ (ara) + (aseo), el = (anoaslt+Keaa4) 十 
(asa0), 52= Yai(i 遍历 所 有 的 2 维 定向 单 形 ). 
0, p<0 或 p>2 
2Z, p=0 或 p 


如 同 以 前 各 例 所 述 ,容易 得 出 H,《T,) 宇 


零 仅 当 g1=g2=0, 从 此 很 出 Hi(T;) 衬 Z 旺 Z. 

例 7 Klein 眶 的 一 个 三 角 剖 分 如 (图 3- 19) 所 示 , 计 算 K 的 
各 维 同 调解 

令 ci={aoat) + (alazs) + {ura0), 


cr ={aca3)+ (asa6) — (aeao), 


52 从 才 荔 办 学 列 花 


图 3-19 
c= Yo(i 遍历 所 有 的 2 维 定 向 单 形 ). 
显然 有 及 ,(K) 衬 |01, p<0,p>2. 如 同上 例 所 述 , Ha(K) 衬 Zz. 
其 次 , 因为 每 个 1 维 闭 链 都 同调 于 形式 为 c= ncy+ mc 的 闭 链 (此 
中 心 me Z). 当 c 是 某 个 2 维 链 d 的 边缘 , 则 d= px, pe Z. 因 此 
24=2pe'1, 从 而 得 出 闭 链 c= rel + me'| 同调 于 零 ( 即 wet + sme'1 = 
2jx'1) 当 且 仅 当 z 等 于 等 而 且 m 为 偶数 ; 亦 即 1 维 闭 链 的 同调 类 同 
构 于 ZBZs. 最 后 ,KR 的 2 维 闭 链 必 须 取 形式 pc, pe。 2; 而 9( pes) 
=2pe1 尖 0, 所 以 pe 不 是 闭 链 ,因此 Hs(K) 守 0. 
例 8 对 n(>1) 维 单 形 oo", 计算 Ki= Clie" 入 ;= Bdo” 的 
各 维 同 调 群 . 
人 对 所 = Cr 不 好看 出 二 (KD 人 和 
当 0< p< ,对 任意 的 z e 2 (KU 如 同 例 4 计算 H,(K) 的 方 
法 ,可 以 找到 z's。 ZIi(K) 使 得 z~zx .而 且 zx 中 出 现 的 定向 单 形 
都 以 某 个 取 定 的 顶点 (如 图 3- 20 的 an) 为 单 形 的 一 个 顶点 .这 时 
若 = 中 出 现 ， 维 单 形 的 项 是 g(ae…as) 则 当 3x =0, 即 得 出 
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&=0. 因 此 = 一 0 所 以 ZK.) = 8B, 
《 开 1), 从 而 得 出 于 (下 = 0 路 二 
= #, 这 时 CK )= Zo", 而 307 关 0， 
所 以 ZKiy=0, 从 有 H, (KI)= 
104, 

(i) 对 KK2= Bac", 这 时 KK; 的 
任意 4 一 1 维 闭 链 当 然 世 是 政 | 的 > 

图 3-20 -1 维 闭 链 x, 击 (ji) Z,_1(Ki)= 

B41(KL) 所 以 存在 ga"e CC,(KL) 使 z= ga9", 而 3a? 是 Ki 的 一 
条 ” -1 维 闭 链 , 出 是 Ks 的 n -1 准 闭 链 , 所 以 Z, -1(K,)= Zta 
07) ,这 时 入 -1(K2)=0, 从 而 得 出 H，1(K2) 衬 2Z, 对 于 p<n-1， 
HH( Ka) 宇 H,({K1), 因 此 
Z, P=),n-1; 
{0|, pA0,n—1 

注 从 这 个 例子 .由于 Clo"| 实 B", | Bae"| 衬 S" 上 ,因此 得 出 
7 维 珊 体 种 ” 维 球 面 的 各 维 同调 豆 . 

定义 设 开 是 一 个 复 形 ,* 是 一 点 , 它 与 慌 的 语 项 点 的 集合 
晨 上 几何 独立 的 ,对 伍 一 个 p 维 单 形 ate K, 记 wo? 为 以 地 为 面 的 
定向 单 形 .例如 of=(ao…as). 则 zo? = (wvao-…ap). 于 是 得 到 复 
形 vK=KJlw UtlvloeKi, 它 称 为 KR 上 以 v 为 顶点 的 锥 形 . 
对 pp 维 颖 c。 = gate Co(K), 则 p+1 弘 链 vco = sam7) 称 
为 cp 上 的 锥 形 . 

引 理 azeo]=co -vacp), cpe Co(K)， 

证 明 设 c=(aoeo) 则 zco= 人 vac as) 


, 
Jerap) = {eo a +t HD Hwa ges) 


H,(K2) 
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=(eo os) vo) (ood ma) = cp — vac,. 
通过 线性 扩充 , 得 知 引 理 成 立 . 上 

例 9 设 wvK 是 复 形 K 上 的 锥 形 .计算 vK 区 各 维 同 调 群 . 

当 p<0 或 p> dim(vKR), HetwK})= io Ho(wK) 实 Z .至 于 
0< psdim( wvK), 则 任 一 闲 链 zpe Zp(wKK) 可 表 邦 z。 = cl + vwez， 
其 中 eC(K), eae Cj-1(K). 因 此 3 dc + es~ vac =0 
应 满足 cz=D, 共 而 cs = 一 3c4. 因 此 x。 一 vaci=9(vei), 即 
zoe Bpt eK), 亦 即 有 ZCwKR)=B,(vK), FU HvK)= 10|. 


$3 章 纯 同调 群 的 结 鸭 


对 于 定向 复 形 KK, 假设 它 具 ws 个 维 单 形 , 见 C,(K) 与 Z@ 
… 国 ZKes 个 加 项 ) 后 构 , 即 CCK) 是 a 个 生成 元 的 自由 交换 群 
由 于 自由 交换 群 的 每 个 子 群 也 是 让 由 交换 群 ,于 是 2Z, CK) 和 B， 
{K) 部 是 自由 交换 群 ,而 南 群 HLK) = 2Z,(KK)/Bs(KK) 却 不 一 定 
是 自由 的 , 形 据 有 限 生 成 的 自由 交换 群 的 分 解 定理 ( 参 殉 附录 ) 
HAK)= GBT ODTk, (G3.1) 
其 中 G 是 让 由 的 ,而 诸 T, 是 有 限 阶 (4? 阶 ) 循 环 群 . 直 和 TT 外 … 
外 Tk 称 为 HLK) 的 握 转 子 群 , 或 抄 子 群 . 式 (3.1) 就 是 天 的 请 纵 
同调 群 的 天 现形 式 ， 
定义 式 (3. 中 心 的 区 称 为 复 形 K 的 声 维 Betti 数 ;而 诸 
T; 的 茶 168(a =1,2.…,) 称 为 天 的 请 维 扭转 系数 - 
我 们 要 指出 , 定向 单纯 复 形 的 向 调 群 与 它 的 诸 单 形 的 定向 选 
么 无 关 . 
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定理 设 K 是 给 定 的 复 形 ,而 K, 与 K; 是 相应 于 的 不 同 的 
定向 复 形 , 则 对 每 个 给 数 p. 同 调 群 五 (K1) 与 本 (Ks) 是 同 构 的 . 
证 明 对 X 的 每 个 维 单 形 of, 以 io? 和 ot 分 别 表 示 ?在 
K, 和 并; 中 的 正定 向 思维 单 形 .于 是 在 K 的 单 形 op 上 在 在 一 个 区 
数 «使 得 (of = alo?)?ot, 其 中 elo)= +1 或 -1 视 iet 与 :ot 诸 硕 
点 顺序 是 互 为 伪 排 列 或 奇 淹 列 而 定 , 从 此 定义 同 窟 序列 一 gl; 
gos Co( K1) -> Cl Ka) 


为 pl Dg ot) = Dalat) gat), 


其 中 Dae 表示 Kt .上 的 一 个 p 颖 链 . 

注意 到 车 'g? = (oa aa ai) so (au 和 aa) 之 间 清 
ig = let)e, Met Ca a = +) 
= 工 反 -5 取 正 号 或 负 号 视 !oe = a(o4)?ot 所 取 符 号 为 正 或 负 而 
证. 我 们 记 !ei 1!=a(oh 1? 咏 其 中 必 (o 1)=a{gt)， 

对 K 上 每 个 基本 上 p 维 链 g1or(p 之 1)， 

po- Bo) = pp- 18 DI) or !)) 
=gT( -Dia DC)= gao) T1000 ), 

dpp(g (on) =98a( er) 00) = ga(o?) EI)), 
此 关系 式 g,-19=38s 成 立 . 由 于 yg 与 9 均 具 线性 性 质 ,因此 下 列 
图 解 可 交换 


多 
Co(KD- 一 一 CCK2) 
a4 49 
Co-i( Ki)———C,- 1 Kz) 
-1 
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当 ZE ZK), Wags( zp)} = gp-i9( zp) = po. 1(0)=0, 所 
glz) e Zol Ks). 因此 po(Z,( KN)TZ, (KR). 

9(cpr)e Bo( KD), MO gpd(ep1)=398o1(cs+r1), 因此 
Vo9(eori)e B,( Ki). 从 而 gs 把 B,(K1) 上 映 入 B,(K2), 从 此 诱导 
出 从 商 群 H, (Ki) = 2Z, (KI)/B, (Ki) 到 H, (K:) = 
2,( Kz)/Bs(K;) 的 同 态 pg" ,对 H, (KK) 中 每 个 同调 类 [z,], 由 
g"《[zp])=[ gplzs)] 所 决定 . 

将 上 述 过 程 中 ,把 Ki 与 K2 对 调 , 同 理 导出 一 个 同 态 序列 站 
= :CAK2) 一 Cs(K1). 从 此 得 出 多 ，, 它 与 " 互 道 . 即 满足 
关系 式 y' pg" =idk. 且 yp' 有 = 一 id 因此 对 每 个 维 数 P 22 
H,(K1) 一 H,(K,) 是 同 构 .4 

复 形 K 的 索 维 同调 群 与 1K | 的 连通 性 密切 相关 ;为 此 , 我们 
先 引 进 下 述 概念 : 

定义 设 KK 是 一 个 复 形 ,其 中 两 个 单 形 oi 与 m, 满足 下 列 条 件 : 

Chafloz0; 

(i ) 存 在 K 的 1 维 单 形 o1,o},…, ob, 使 得 ool 是 o 的 一 
个 顶点 , cz 站 中 是 oa 的 一 个 顶点 ,而 且 对 1&i<p,olal .是 ol 
与 o1. ;的 公共 顶点 , 则 称 =, 与 cz 是 连通 的 . 

这 个 连通 的 概念 是 一 个 等 价 性 关系 , 它 的 等 价 类 称 为 复 形 天 
的 一 个 组 合 连 通 分 支 . 当 KK 只 有 一 个 组 合 连通 分 支 , 则 称 该 复 形 
K 是 连通 的 . 

不 难 验证 复 形 K 的 组 合 连通 分 支 与 K 的 儿 何 承载 1K1 的 连 
通 分 支 是 恒 同 的 ， 

定理 设 K 是 具 r 个 组 合 连通 分 支 的 复 形 , 则 Fo(KK) 与 + 
个 整数 群 Z 的 直 和 同 构 ， 
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证 明 设 Ki 是 KK 的 一 个 组 合 连 表 分 支 , 而 (a') 是 Ki 了 中 一 个 
0 维 单 形 , 于 是 对 Kt 中 任 一 个 0 维 单 形 {b:) ,存在 着 从 b' 到 
的 1 维 单 形 序 列 (b!ao), aoas ),…, (aya!) 使 得 相仿 两 个 工 准 单 形 
仅 具 一 个 公共 项 点 ,我 们 在 这 个 1 维 单 形 序列 上 定义 一 全 工 维 链 
ci: 它 在 每 个 1 维 单 形 上 取 系 数 g 或 一 g(ge 名) 只 该 单 形 是 否 取 正 
定 虐 莉 定 ,因此 3ftcj)= gf) gla!) 或 3(c)= gtb') + g(a!). 
这 表示 任 一 基本 0 维 链 g(51) 同 调 于 g(a1) 或 -g(a'). 从 而 得 出 
Ki 上 任 一 个 0 维 链 司 油 于 基本 小 维 链 g(a1), gle Z. 

对 KK 的 r 个 组 合 连通 分 支 K,,…, K,; 作 同 样 考虑 , 得 出 每 个 
Ki{i =1,…,r) 上 有 一 个 低 点 {a'), 使 得 K; 上任 一 0 维 链 ( 是 闭 
链 ) 同 调 于 g,(a:), a8;e Z. 因 此 天上 任 一 0 维 闭 链 =o, 存在 整数 
gu…,8,, 使 得 co~ 守 gi(a'). 

我 们 还 要 指出 , 在 同调 意义 之 下 , 弄 达 式 是 唯一 的 :假如 有 两 

个 0 维 链 h(a') 与 2es(a ) 代 表 同 一 个 同调 类 ， 划 存在 1 级 链 c， 

使 得 Za; 一 bi) (ai)=3(e1), 对 1 关 j ai 与 分 别 属于 不 同 的 组 

合 连 到 分 支 ,因此 上 式 成 立 仅 当 对 每 个 i, g, = 上 i;. 证 组 了 Hot KK) 

中 每 个 同调 类 [co] 具 唯一 表达 式 g(a'). ge 2Z. 因 此 对 应 
pe 一 Ca 

表明 Ho(K) 与 群 Z 的 r 个 走 和 之 间 的 间 构 .上 

推论 ”如果 多 面体 |K | 具 > 个 连 到 分支. 则 K 的 同调 群 
Ho(lK) 与 + 个 ZZ 的 走 和 同 交 . 特 当 |K | 是 连 通 的 , 则 Ho(K) 空 Z， 
! 

注 在 定义 同调 群 的 过 程 中 ,我 们 可 用 任意 的 交换 群 G 代替 
整数 群 Z 的 成 员 作 为 系数 ,因此 前 面 所 讨论 的 岂 调 群 有 时 也 明确 
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地 称 之 为 整 局 调 群 , 记 为 日 ,(K:Z). 特 当 系数 妊 取 弄 2 整数 加 群 
忆 , 这 对 -1= +1, 因 此 定向 不 起 作 币 ,我 们 记 复 形 K 的 p 维 模 2 
局 调 群 为 H,(K ;22) 


$4 Euler 一 Poincare 定理 


设 |K 是 一 个 线性 多 面体 与 2 礁 球 面 S: 导 奢 ,具有 允 个 顶 
点 ,5 条 楼 和 下 个 2 维 面 . 则 有 VV- 玉 + 下 =2. 这 就 是 著名 的 Eu- 
ler 定理 .Foincaré 把 这 个 结果 维 广 到 一 般 的 多 面体 去 .为 了 介绍 这 
方面 的 内 容 , 先 引进 下 面 的 慨 钨 ， 

定义 设 下 是 定向 复 形 , 一族 p 维 闲 链 |z5,…, <5|, 如果 不 
存在 非 全 为 零 的 整数 g1,…, g, 使 得 链 沁 guzp 后 证 于 等, 则 称 该 
族 闭 链 关 于 同调 是 线性 无 关 的 ,或 mod B,{K] 线 性 无 关 . 关 于 同 
调 是 最 大 线性 元 关 的 + 全 思维 闭 链 ,其 最 大 整数 + 记 为 8(K), 称 
为 复 形 有 的 p 维 Berti 数 . 

定理 [Euler ~ Poincaré) 设 兵 是 = 维 定 句 复 形 , wo 表示 的 
思维 单 形 的 个 数 (p =0,1,…, #), 则 

SD SK). 

其 中 8,(KK) 表 示 的 p 维 Berti 数 . 

证 明 设 fd;| 是 p 维 链 的 最 大 集合 ,满足 它 仁 的 线性 组 合 不 
是 闭 链 的 条 件 . 令 cy 表示 思维 链 构成 的 线性 空间 . 由 | df| 张 成 的 
C, 的 线性 子 空间 记 为 思 ,, 以 Z， 表示 p 维 闭 链 构 成 的 Cy 的 线性 
于 空间 . 则 D, 门 Z,= :01. 因 此 
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a=dim Co=dim D, + dim Z,, 
或 即 dim 2Z。 = ap dim D,, lS pn. 

令 刀 =9(d11)(p=0,…, nn 一 1), 则 集合 {6 构成 p 维 边缘 链 
构成 的 C 的 线性 子 空间 的 基底 . 设 1z51(i=1,…, 8B) 是 mod B, 线 
性 无 关 的 p 维 闭 链 的 最 大 集合 , 则 这 些 闭 链 张 成 Z, 的 子 空间 Gr， 
因此 = Gs 外 B,(0 所 p 所 nn 一 1). 由 于 饭 =dim G,, 从 而 有 

dim 2Z,=dim G, + dim B, = B, + dim B,, 
于 是 有 
B= dim Zs —dim B,= a ~ dim D, — dim By, (1< pn -1) (1) 
由 于 d+ 的 个 数 与 总 的 个 数 相同 , 因此 有 


dim D+1= dim By (2) 
注意 到 dimB,。= 0, 而 

Bo=dim Zo-dim Bo=ao-dim Bo (3) 

B= dim 2 = a» — dim D, (4) 


取代 数 和 总 ( ~1)78,, 利 用 式 (1) - (4), 则 dim B, 与 dim D, 各 项 

两 两 消去 , 从 而 得 出 
SC Dp,= SD, 1 

定义 设 K 是 维 复 形 , 则 沁 ( - 1)5p, 称 为 K 的 Euler 示 性 


数 , 记 为 x(K) 
几 种 多 面体 的 Euler 示 性 数 如 下 : 


EE 球面 S| 环 面 | RP: [Kiein 产 [ 负 形 C| 


示 性 数 2 0 1 0 1 | 
今后 将 证 明 同调 群 ,因而 永 性 数 x 是 拓扑 不 变量 , 所 以 可 用 
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它 来 区 分 不 同 王 的 空间 ,例如 x(S”)=2, 而 x( 了 T*)=0, 所 以 $S? 关 
了 .然而 有 具 相 同 的 示 性 的 两 个 空间 却 不 一 定 同 凸 .例如 锥 形 C 和 
2 维 实 射影 平面 RP? 的 示 性 数 都 是 1, 但 是 C 关 RP?. 这 表明 拓扑 
不 变 基 示 性 数 x 不 可 以 作为 判别 空间 是 否 同 胚 的 准则 . 

在 此 介绍 Euler - Poincaré 定理 的 一 些 应 用 . 

定义 3 维 欧 氏 空间 R? 中 的 线性 多 面体 是 由 凸 多 边 形 包 转 
的 立体 ,边界 多 边 形 称 为 面 , 相 邻 两 个 面 的 交集 称 为 楼 , 相 邻 两 条 
核 的 交集 称 为 顶点 ,一 个 线性 多 面体 , 它 的 边界 与 一 个 2 维 球面 
S? 同 胚 者 , 称 为 一 个 简单 多 面体 . 当 线 性 多 面体 的 面 是 正 多 边 形 
而 且 它 的 多 面 角 均 相 等 者 , 称 为 一 个 正 多 面体 . 

定理 (Euler 定 理 ) 设 简单 多 面体 S 具 V 个 顶点 ,条 楼 和 
下 个 面 , 则 

V-E+F=2. 

证 明 由 于 简单 多 面体 S 与 球面 S? 同 胚 , 而 S? 的 各 维 Betti 
数 由 §3 的 例 8 可知 80S?)=1, Bi1(S?)=0, Pp(S?)=1, 因 此 
X(S?)= 它 ( 一 D8,=2. 因 为 往 后 将 证 明 复 形 的 Betti 数 , 因 面 示 
性 数 是 拓扑 不 变量 ,所 以 简单 多 面体 S 的 示 性 数 也 等 于 2. 

上 述 结 论 是 建立 在 简单 多 面体 的 三 角 谢 

分 所 称 成 的 复 形 的 几何 承载 与 球面 同 胚 之 上 ， 

然而 $ 的 面 是 多 边 形 (不 一 定 是 三 角形 ), 假 设 

有 一 个 面 o1 是 no 边 形 (mo >3), 如 {图 3 一 21) 

所 示 , 可 在 o, 中 任 取 一 点 ,将 它 与 诸 no 个 项 

点 连接 , 便 得 到 o, 的 三 第 前 分 .oi 经 过 痢 分 后 

图 3-21 S 的 项 点 多 了 一 个 即 V +1; 而 杰 多 了 no 条 ,所 
以 被 数 变 为 E+ mo, 面 则 多 了 (zxo- 1 个 , 即 (F+no-1) 个 .因此 
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剖 分 后 各 维 单 形 个 数 的 代数 和 x(S)=ao-altas=(V+1)- 
(+no)+(E+ao-l)=V- 忆 +R=2, 表 明 痢 分 前 后 示 性 数 保 
留 不 变 .上 

定理 ”简单 正 多 面体 只 有 五 种 ， 

证 明 ”假设 简单 正 多 面体 S 具有 V 个 顶点 ,EE 杀 楼 和 下 个 
面 . 设 通过 每 个 项 点 有 m 条 楼 ,而 每 个 面 有 n 条 棱 . 注意 到 面 至 
少 为 三 边 形 , 所 以 n 闫 3. 由 正 多 面体 定义 , 它 的 楼 数 满足 关系 式 

mV =2F = nF. 根 据 Evler 定理 , V -+=2, 因 此 


焉 - 束 +F=2 或 妈 


Fl2n ~ mn +2m) = 4m (1) 
因此 必须 有 关系 式 2n -mn +2m >0. 
由 于 之 3, 所 以 2m >n(m 一 2) 之 3(m ~2)=3m -6. 从 此 得 出 
加 <6. 所 以 m 只 可 以 取 1 到 5 五 种 值 .其 次 , m>2, 根 据 m,n, 下 
所 满足 的 关系 式 (1) 和 nn 写 3, m <6, 即 可 得 出 (m,nn, 下 ) 只 有 五 组 
可 能 取 值 :(1)(3, 3,4);(i)(3,4,6);()(4,3, 8); (WC3,5,12);(V(5, 
3,20). 相 应 的 正 多 面体 即 正四 面体 正六 面体 .正八 面体 , 正 十 二 
面体 和 正二 十 面体 ( 见 图 3 -22). 它 们 通过 每 个 顶点 的 棱 数 mw, 每 
个 面 的 楼 数 ,顶点 数 . 楼 数 和 面 数 如 下 表 
VIE 


mh 


20 30 12 
12 30 20 


ES 
wiriw|s 
EN 
总 
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图 3-22 
定义 设 K 为 一 复 形 , 具 下 列 性 质 ; 

{D K 的 每 个 单 形 是 K 的 某 个 n 维 单 形 的 一 个 面 , 即 K 具 
纯粹 性 ; 

(1) 每 个 (nx - 1L) 维 单 形 恰 是 K 的 两 个 = 维 单 形 的 公共 面 ， 
即 K 具 无 分 支 性 ; 

全 对 开 的 任 一 对 ”= 维 单 形 of 与 咀 , 存在 一 个 = 维 单 形 的 
序列 ,以 of 开始 ,并 以 吗 终 正 ,使 得 序列 中 相 邻 两 个 n 维 单 形 恰 
有 一 个 公共 的 (n -1) 维 面 , 即 KK 具 强 连通 性 ; 

这 样 的 复 形 K 称 为 一 个 n 维 伪 流 形 . 

例如 $3 的 射影 平面 、 环 面 .Klein 其、n 维 单 形 a" 的 边缘 复 形 
Bao"(a>1) 等 的 三 角 剖 分 都 是 伪 流 形 . 
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定理 设 开 是 2 维 伪 流 形 , 具 oo 个 项 点 ,cl 个 维 单 形 和 
oa 个 2 维 单 形 , 则 

() 30 =20; 

的 四 =3(oo x(K)); 

拉 wo 关 十 (7 + YR). 

证 明 因为 每 个 1 维 单 形 俗 是 两 个 2 维 单 形 的 公共 面 , 设 
oosai yo 分 别 表 示 KK 的 0 维 、1 综 和 2 维 单 形 的 个 数 ,而 每 个 2 
维 单 形 的 边缘 是 了 个 1 维 单 形 ,因此 有 36; = 2a1, 其 次 , Euler- 
Poincare 定理 指出 0 -al + cz = x(K), 于 是 有 00 -al + 学 a1 = 
XIK) ,因此 ni = 3(ao -Xx(K)) .最 后 ,注意 到 oo 之 4. 设 以 (3 表示 
6 个 顶点 ,每 次 取 两 个 的 组 合 数 , 则 a; C3 = 王 ao(ao - 1), 自 引 
得 电 6az= 4a ,而 zo(ao - 1 之 2ai = 6ai - 6oa, 因 此 有 

og ~ ag — E00 6u -62 -6oan= -6X(K). 
og -Tag 6x(K). 
dy — 28a0 + $4949 ~ 24x(K), 


或 (2a0 - 7349 -24x(K), 
因此 有 > 二 07+ VID 3X(ED. | 


这 个 定理 对 多 画 体 的 三 角 训 分 所 构成 的 优 流 形 , 决定 各 维 数 
单 形 的 最 少 个 数 是 很 有 用 的 . 


例 1 对 2 维 球面 S7, 因 为 x(S*) 一 2, 因此 ww 之 才 (7 + 
V49 — D4xB)) = 40 = 3 ~ (SS))3(4- 2)=61c2 = 


Zu 4 
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例 2 对 射影 平面 RP2, 这 时 X(RP2) = 1, 因 此 ao 村 (7+ 


V29) =6:01>3(6-1)=15;42 汤 委 x15=10. 这 也 说 明 为 何 
多 画 体 的 三 角 剖 分 要 保证 足够 数目 的 三 角形 , 例如 $1 例 4 所 述 
(参阅 图 3 一 8 和 图 39). 

在 这 一 节 最 后 ,我 们 对 ” 维 伪 流 形 K 给 出 一 个 重要 的 概念 ; 
如 果 KK 存在 一 个 ” 维 定向 单 形 的 基本 组 im" 1 一 1 2,3…，an|， 
使 得 每 个 定向 (nw - 1) 维 单 形 恰 是 一 个 定向 ” 维 单 形 的 顺 向 面 , 同 
时 又 是 另 一 个 定向 n 维 单 形 的 道 向 面 (这 由 每 个 = - 1 维 单 形 从 
是 K 中 两 个 4 维 单 形 的 公共 面 所 保证 ), 则 称 K 是 可 定向 的 , 该 
基本 组 io,"{ 即 称 为 K 的 一 个 定向 .否则 称 K 是 不 可 定向 的 .例如 
§2 例 6( 图 3-18} 可 知 环 画 是 可 定向 的 ;而 $2 例 5( 图 3-17)， 
可 知 射影 平面 是 不 可 定向 的 .我 们 有 下 面 的 结论 : 

定理 一 个 维 伪 流 形 K 是 可 定向 的 , 当 且 仅 当 它 的 ” 维 
同调 群 豆 ,(K) 不 是 平凡 群 . 

证 明 假设 K 是 可 定向 的 , 则 存在 K 中 诸 维 单 形 的 定向 ， 
使 得 它 的 任 一 个 (n - 1) 维 面 a” 恰恰 是 两 个 单 形 o1" 与 2" 的 
公共 面 , 而 且 3o1" 与 aa” 中 包含 ! 的 项 , 有 一 个 取 正 号 ,而 另 
一 个 取 负 号 .这 蕴涵 任 一 个 遍历 K 的 诸 ” 维 定向 单 形 的 维 链 c! 


-又 gor,gez 是 闭 链 , 则 庄 @i 必 相 等 . 亦 即 c= 总 gof 是 维 亲 
能 ,显然 它 非 过 链 , 即 当 5 天 0, < 天 0. 由 于 B,(K) = 101, 因此 
吾 ( 民 ) 天 101 


反之 , 当 H,(K) 关 101, 假 设 z= 之 gio? 是 一 个 非 零 的 a 维 闭 
链 , 由 于 K 中 每 对 = 维 单 形 可 由 一 序列 的 ” 维 单 形 连接 起 来 , 而 
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且 每 个 (n - 1) 维 单 形 恰恰 是 两 个 ” 维 单 形 的 公共 面 , 因 此 当 3z 
=0, 则 zx 中 任 两 个 系数 必定 只 差 一 个 符号 , 也 可 以 说 ,一 切 g, = 
二 .于 是 , 当 菜 个 c" 的 系数 g;=g 时 , 则 该 o,* 的 定向 不 变 ,而 当 
0 的 系数 = -g 时 , 则 将 a," 的 定向 改变 ,于 是 我 们 得 到 一 个 


维 闭 链 c1= 总 go", 此 中 国定 的 g。 也 .这 时 = 习 1.o" 是 a 维 
闭 链 , 这 意味 着 每 个 ( ” - 1) 维 单 形 出 现 两 次 而 且 符号 相反 ,表明 
它 恰恰 是 某 个 n 维 单位 c” 的 顺 向 面 ,同时 又 是 另 一 个 ” 维 单 形 
ai" 的 逆向 面 .因此 K 是 可 定向 的 .1 

推论 一 个 n 维 伪 流 形 kK 是 不 可 定向 的 , 当 且 仅 当 H,《 KK) 
=i0i.1 

注 以 下 的 概念 和 结论 , 只 叙述 而 不 加 证 明 .. 可 参阅 W. S. 
Massey, Algebraic Topology, An Introduction.〈1967 ) 或 H. Seifeit 
and W. Threlfall, Lehrbuch der Topoiogie ( 江 泽 涵 译 , 拓扑 学 
1949) . 

定义 设 Si 与 S; 是 互 不 相连 的 闭 曲 面 ,将 每 个 曲面 S, 切 
除 一 个 小 圆 盘 了, 的 内 部 Int D,(i = 1,2), 再 将 S 沿 D,, D; 的 边 
界 粘 起 来 , 所 得 到 的 曲面 称 为 S, 与 $2 的 连通 和 . 

定理 1 任 一 个 紧 致 可 定向 曲面 同 胚 于 球面 或 环 面 的 连通 
和 .而 任 一 个 不 可 定向 的 曲面 同 胚 于 一 个 射影 平面 或 Klein 瓶 与 
一 个 紧 致 可 定向 曲面 的 连通 和 . 

定理 2 ”两 个 闭 曲 面 同 豚 的 充 要 条 件 是 它们 的 Euler 示 性 数 
相等 ,而 且 它 们 都 是 可 定向 或 者 不 可 定向 的 . 

这 说 明 利用 同调 群 可 判别 两 个 闭 曲 面 是 否 同 胚 , 亦 即 利用 同 
调 群 可 将 闭 曲 面 进 行 拓扑 分 类 . 
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$5 辣 调 群 的 拓扑 不 变性 


我 们 已 经 对 多 面体 引进 单纯 向 调 群 这 个 代数 结构 .然而 最 重 
要 的 还 须 证 明 间 调 群 具有 拓扑 不 变性 , 这 是 利用 同调 群 刻 划 多 面 
体 的 拓扑 性 质 的 基础 .在 这 一 节 的 最 后 将 指出 , 当 多 而 体 |K | 与 
IL| 辣 是, 则 对 每 个 维 数 p, 本 (区 ) 与 H,( 工 ) 同 构 . 然 而 反 过 来 却 
不 成 立 ,在 前 一 节 已 经 指出 .关于 单纯 同调 群 具 拓扑 不 变性 的 证 
明 , 是 要 花费 一 定 篇 幅 的 .我 们 在 此 加 以 介绍 . 

同 胚 是 特殊 的 连续 映射 ,因此 我 们 自然 要 从 考虑 多 面体 }K | 
到 | 志 1 的 连续 映射 出 发 , 而 与 多 面体 联系 的 单纯 同调 群 却 是 建立 
在 多 面体 的 三 角 前 分 所 构成 的 单纯 复 形 之 上 .因此 相应 地 要 考虑 
单纯 复 形 K 到 工 的 映射 ,由 于 复 形 是 建立 在 单 形 的 基础 上 , 因此 
自然 地 要 考虑 K 的 单 形 到 工 的 单 形 的 映射 ,如 下 面 图 表 所 示 


IE- 一 二 1 
oj lp 
K—— el, 

7 


以 gik1 和 gin 分 别 表示 |K1 与 | 的 三 角 前 分 ,表示 连续 映射 ， 
则 了 诱导 出 K 到 工 的 映射 了 .因此 在 证 明 同 调 群 的 拓扑 不 变性 过 
程 中 , 首先 对 给 定 的 连续 映射 f: |K1 一 | 工 |, 要 引进 /诱导 的 从 
K 到 工 的 单 形 间 的 映射 , 即 所 谓 单纯 映射 六 或 称 为 给 定 的 了 的 单 
纯 追 近 . 为 了 保证 单纯 迫近 的 存在 性 , 我 们 还 要 引进 单 形 的 重心 重 
分 以 及 链 重 分 映射 的 概念 .此 中 还 必须 证 明 对 间 一 个 连续 映射 , 不 
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后 的 单纯 迫近 以 及 链 焉 分 映射 诱导 出 同调 群 之 间 的 相反 的 同 态 . 
最 后 得 出 单纯 出 调 群 的 同 伦 不 变性 , 医 此 页 完 成 瓜 调 群 的 拓扑 不 
变性 的 证 钱 . 在 上 途 诸 证 明 过 程 中 ,关键 的 依据 是 链 映 射 和 链 同 伦 
定义 设 K 与 L 是 复 形 ,而 iy,! 是 一 个 同 态 序 列 
go CK) 一 C,(L)(p 尖 0) 满足 
dg = pp 1, 力 六 1 (1) 
则 称 1gs| 是 从 K 到 工 的 链 映射 ， 
命题 设 g= :po3Co(K) 一 人 (| 与 和 = | 克 :C( 工 ) 一 
CoCMD)| 痢 是 链 映射 , 则 
站 gp= 168: CotK) 一 ClM)! 是 链 映 射 ,而 且 
{bes = pp a :Hl KI H,(M); 
所 当 开 = 工 , 则 异同 锋 映 射 1= 和 leer: CK 一 CK)| 
导出 恒 同 同 构 1, = la: HA FO—> Ht Ki, 
证 明 站 对 任意 的 ce Cs(K), gp,(c) < CLL). 由 于 与 
部 是 链 觅 东 , 3ggo(c)= 名 19386(c)= -18p-16c, 所 以 yy 是 
链 映射 . 
对 任意 的 [=]je HCK}, (yo) (Tz) = [ptr) = 
{pp{2)]=,, po ([z]). 
访 对 任意 的 [z]Je HCK),1,,([z])=[1cpex)(2)]=[z].1 
定理 ”从 复 形 KK 到 复 形 的 链 孔 射 |p,:, 对 每 个 维 数 p 诱 
导出 局 调 群 擒 司 态 : 
po) 一 是 ( 工 )， 
证 明 ” 先 证 明 多 泄 邵 ( 攻 K) 映 入 Z,(L); 对 p=0, 由 于 
Zo( K)= CofK) 且 Zo(L)= Co( 了 ) ,定义 中 条 传 (当然 成 立 - 
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对 p>1 设 zoe Zr(K) 则 ?gp(zo)= oo 16( zp) = yo-1(0) 
= 外 所 以 go(zp) 是 上 中 的 闭 链 .如 果 5,=3(cp41)。 Bs(K), 则 

Poo) = paces = prtps) es BelL), 
由 于 H,(K)= 2,(K)/BAK), HL)= ZL)/B,iL),, oo 
诱导 夺 po, :Hi(K)— HT) po, (zp + Bel KR))= pplxs) + 
Bo 上 L} 所 定义 , 即 

| 

定义 ”从 复 形 K 到 复 形 的 单纯 映 庙 是 一 个 从 的 顶点 到 
的 硕 点 的 了 数 使 得 当 of (26……a,) 是 K 的 一 个 单 形 , 则 诸 顶 点 
PL, N00 过 i 所 pp) 不 一 定 部 不 相同 , 昌 部 是 上 的 某 个 单 形 洋 大 点. 
当 诸 gfe,) 部 相 异 ,由 p 维 间 形 (ptao)… wp(ap)) 称 为 oz 的 像 ,并 
记 为 gp{o?), 当 某 个 [学 六 而 pfe)= gLa,), 则 称 gq 将 o? 巨 解 . 
当 g 是 从 KK 到 的 单纯 野 射 , p 宇 0. 设 go* 是 K 上 基本 p 维 


链 ,定义 
_ jg¥tof), 当 不 瓦解 2 
mer) 当 gp 瓦解 
将 函数 f。 线性 地 扩充 为 一 个 同 态 pg : C(K) 一 CCL), 即 当 
gn? 是 KK 上 维 链 , 列 


站 


pol Das)= Fo LHF), 
该 同 态 序列 | gt 称 为 由 9 诱导 的 链 的 映射 . 

定理 设 p:K 一 L 荐 一 个 单纯 野 庙 , 则 上 面 定义 的 同 态 序列 
i po | 实际 上 是 一 个 链 颇 射 . 

证 明 由 于 每 个 p, 是 同 态 ,因此 只 须 戏 基本 p 维 链 go?, p 之 
1, 诈 明 ?9,(8co) = gps-19(go?) 即 可 ,对 K 上 一 个 基本 pp 维 链 
8o2 ,此 中 + 只 = (aoep) 当 多 不 所 解 co, 则 Po(oe mgPp(ao》 
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yB(az)), 记 oz 的 (请 - [) 维 面 为 ”而 po(o) 的 ( 户 -1) 维 面 为 
2(o2)i 则 


apol gr) = 0g pp)) = 二 (一 1D) 和 or(o0 ,= 

= 站 (Do(o = po (SC Dig D)= pg,-13( gt). 
而 当 9 瓦解 of ,不妨 假 定 p (a0) = g(a0), 则 pp(go?)=0, 所 以 
agsl gor) =0, 因 而 

ppd Gg) = go (OC gh ) = D1 
Pp-1(gof 1). 对 i 宇 2,o!， 都 全 有 ao 与 el, 由 于 gp(a0)= pp 
(a1), 于 是 gy 将 o9"1(i 关 2) 瓦解 , 剩 下 的 只 有 开头 两 项 , 即 


pp-19 (gop) = SC i)'p, 1 (go 1) = go 1 (go ')— 
po 800 1), 而 oo t= (a a ey) of t= (a0, a ap), 
由 于 g(ao)= g(a1), 故 上 式 右 达 两 项 消去 ,因此 gp。_19(go*)=0 
与 3gplge*)=0 一 致 , 故 等 式 (1) 成 立 .1 

注 在 $3 已 证 明 过 对 同一 复 形 的 不 同 定向 , 相应 的 同调 群 
是 同 构 的 , 因此 这 个 定理 的 证 骨 中 与 各 单 形 e 的 定向 无 关 . 

定理 ” 设 单纯 映射 p: 开 一 工 的 诱导 同 态 

gs。 =19.p:(K) 一 到 (1， 

(1 如果 多 : 工 一 M 也 是 单纯 映射 , 则 (yg) ,= ,ppp 

全 当 K=L, 风 (0) ,=1n(K):H, (KH,(K). 

证 明 (i) 由 多 ,办 和 (yw 8)s 的 定义 , 则 有 (yg), = op: 伺 此 
对 任 一 [zJeH,(K), (yp) oC [zl)= [po 2)] = pr pLz]). 

人 训 显 然 .1 

定义 设 |K| 与 1L1 是 和 复 形 K 与 L 相应 的 多 面体 ,而 9 是 
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从 KR 到 上 的 顶点 间 的 单纯 映射 , 则 gp 可 以 扩充 为 一 个 函数 , 仍 记 
为 p; 下 | 一 | 工 |, 定 尺 为 : 设 > < |K|, 在 KK 中 有 个 单 形 o?=(ao 


as) 使 得 x e oz, 则 工 = 之 1a., 此 中 潜 称 为 了 的 重心 坐标 , 定 


义 P(z) = 六 Nta》 风 称 该 函数 p: "kK: 一 |Li 是 从 1K1 到 IL| 
的 单纯 映射 

注 不 礁 验证 单纯 呈 射 g: |K | | 工 | 是 连续 的 , 它 是 复 形 KK 
与 上 问 的 单纯 映射 p:K 一 [所 涝 导 的 ， 

例 设 K 是 一 个 3 维 单 形 的 2 维 骨 架 , 而 工 是 2 继 单 形 的 闭 
包 复 形 ,它们 具 定 向 如 (图 3-23) 所 示 - 


mw a 


灸 3 一 23 

设 从 天 到 工 的 单纯 映射 对 诸 顶 点 的 对 应 定义 为 p( ze) = 
v1 a Fv2) = a;. 该 映 身 扩充 为 8:，K1 一 
11 的 单纯 映 和 祭 : {wov1)、(vivs) 和 (wzv6) 分 别 线性 地 映 到 
(Casa are) 和 《arao); 《viv3) 和 (waw3) 分 别 线 性 地 映 到 
Larac} 和 (uz40) 上 去 ,而 (veov3) 包 解 为 顶点 (ao); (wowsv2) 和 
{vovivs) 分 别 责 解 为 (aoa2) 和 {aoat), 而 (voviv) 和 {vavwiws) 
均线 性 地 歇 到 (eoataz) 上 去 - 医 此 链 群 上 的 诱导 请 态 如 下 : 


Polgol wo) ~ gv tg va) t ga( va) = (got ga)lao) + 
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a1(an) + ga( a2)s 

pih vov) F ha (vrva) Ft hal( vow2) t al viva) 二 
hs vova) t+ helvav3)) = (hi ha) aoat) +t h(araz) + (he— 
ha) (Caran)s; 

PaCki( vov v0) F Ra( vw v203) + Ral vovi v3) + ka vovav2)) 
= (kL1+k)( aoalaz). 

命题 设 f:|Ki 一 |L| 和 g:|L| 习 | M | 部 是 单纯 映射 , 则 g 
“了 ;1K| 一 |M | 也 是 单纯 映射 

证 明 读者 自 加 验证 .1 

另 一 方面 ,对 于 给 定 的 连续 映射 f; |K1 一 1L1, 是 否 存在 上 
述 的 单纯 映射 的 则 题 ,我 们 在 下 面 逐 步 介 绍 , 回答 是 肯定 的 . 

定义 ”对 p 维 单 形 o = (ao…ar), 则 所 有 的 重心 坐标 均 为 正 
数 的 点 集 fxe R"|z= ,名 hei, 4;>>0, X=1| 称 为 以 ao …,an 为 
顶点 的 开 单 形 , 记 为 8; 复 形 K 中 以 一 个 顶点 a 作为 顶点 的 开 单 


形 的 并 集 ”UU #3, 称 为 以 a 为 顶点 的 开 星 形 , 记 为 ost(a). 


se oer 
特别 对 零 维 单 形 a, 则 &=|a1.( 图 3-24) 显 示 K 中 ost(a) 
的 图 形 ,图 中 。 号 表示 该 点 不 在 图 形 之 中 . 设 c!= (aoai), 则 8 是 
从 ao 到 at 的 开 线段 ,不 包含 端点 ao 与 ai 
注 复 形 K 的 一 个 顶点 的 星 形 是 K 中 含 该 顶点 的 诸 单 形 的 
集合 ;而 一 项 点 的 开 星 形 则 是 多 面体 |K | 的 某 些 点 集 的 并 集 .对 于 
{ee 
复 形 K, 则 |K|= U 8; 当 oi, 02e K, Ng. Nd = ， 
ek $1,91=02 
对 a eK, 显然 不 一 定 是 |K | 的 开 子 集 ,然而 KK 的 任 一 开 星 形 
ost(a) 是 |KK1 的 开 子 集 ,而 且 {ost(a)la se Ki 是 |Ki 的 开 覆 盖 . 
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ost( a) 


图 3-24 
引 理 设 oo,…,ay 是 复 形 K 的 顶点 , 则 1eo,…, ayf 是 K 的 


某 个 单 形 的 庄 顶 点 的 集合 ,其 充 要 条件 是 外 ost a; 关 OD, 
证 明 设 1ao,…, as1 是 K 中 某 单 形 e 的 诸 项 点 的 集合 , 则 了 
Cost a,(i=0,…,p). 因 此 向 ost wD3 关 加 ， 


反之 , 设 ze 由 ost a,¥ 信 . 则 zxelK1=_ 8, 因 此 必 存 在 一 
个 单 形 o eK 使 + 3. 由 ost a, 的 定义 ,a, 是 a 的 顶点 (i =0,…， 
), 因 此 |ao,….apl 是 oe K 诸 硕 点 的 集合 . 量 

定义 设 f:1Ki 一 |L| 是 连续 映射 ,g:K 一 L 是 单纯 映射 ， 
如 果 对 任 一 点 ze |K|, f(x) et,re 工 ; 则 有 g(x) e+, 我 们 称 
gg 是 f 的 单纯 迫近 . 

例 如 (图 3-25) 所 示 , 连续 映射 f; |K| 一 |L1. 设 p,= 
Fa) ,而 glga: 开 一 工分 别 把 aoyal, az,a3, a4,4as 喘 为 51, 局 1， 
6 62 82 ,02 和 1461, 01,b3, 62,b21 则 gi 与 gz 都 是 了 的 单纯 迫 

命题 设 f:|K| 习 |L | 是 连续 映射 ,g:;K 一 L 是 了 的 单纯 迫 
近 , 则 7 一 5:1KI 一 | 工 | .如 果 了 是 单纯 映射 , 则 f=g， 
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图 3-25 

证 明 当 g 是 f 的 单纯 迫近 , 则 对 任 一 点 x 0 ' 玉 1, (x) 与 
8《x) 在 工 的 民 一 单 形 之 中 .因为 单 形 是 唔 集 ,所 以 fr) 与 g(x) 
的 连接 线段 也 落 在 该 单 形 之 中 , 于 是 存在 司 作 H:1K|xI> 工 | 
由 H(zx,t)=t1- 让 f(r)+1glr).re 1K|,te 了 所 决定 .这 表 
明 7 一 &. 特 当 子 是 单纯 陵 射 , 见 对 任意 a = K", f(a)=6。L, 而 
8 是 单纯 迫近 , g(a) e 工 ， 所 以 gfay= Fa)=46- 医 为 单纯 映射 
出 顶点 的 对 应 完全 决定 ,所 以 /与 g 一 致 -『 

至 于 连续 颖 射 是 否 存 在 单纯 连 近 ,我 们 在 给 出 下 面 的 概念 之 
后 将 介绍 其 存在 性 定理 . 

定义 设 f:1Ki>|L 是 连续 映射 ,如 果 对 每 个 a。 K', 至 
少 存在 一 个 5 < 工 , 使 得 (ost 4) 二 ost 5, 则 称 f 具有 星 形 关系 . 

定理 ”连续 蚂 射 f; | K | 一 上 | 有 它 的 单纯 扎 近 的 充 要 条 件 
是 了 兵 有 星 形 关系 .或 即 单纯 遇 射 g: 开 一 上 是 连续 映射 站 的 单纯 
人 迫近, 其 充 要 条 传 是 对 任意 的 es K", f(ost a)Cost(gte)) 

证 明 设 g:K 一 工 是 了 的 单纯 迫近 ,对 任意 的 点 zx e ost a， 
此 中 a 是 K' 的 一 点 .由 定义 ,存在 着 KK 中 以 a 为 顶点 的 开 单 形 4 
包 合 z. 并 存在 re 上 使 f(xz》e t,g(z) er. 由 于 g 将 so 映 为 L 
的 单 形 r = g(oj,r 以 gfa) 为 它 的 一 个 顶点 而 是 gx) et - 因 
为 gfz) er 所 以 > 是 r* 的 面 ,因此 gfa) 也 是 z 的 顶点 .所 以 
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f(z) e tCost(g(a)), 证 明了 f(ost a)Cost( g(a)). 

反之 , 设 f 具 星 形 关系 ,我 们 定义 g*:K* 一 上 "为 :对 任意 的 a 
< K',g"(a) 是 满足 关系 式 Fost a)Cost(g'(a)) ( 当 g (a) 不 虹 
一 个 时 , 可 任 取 一 个 ). 不 难看 出 ,这 样 的 g 决定 一 个 单纯 映射 g: 
KK 一 上 .事实 上 , 设 (40…ap) eK 内 ost ou 天 加 ,所 以 @ 才 了 (内 ost 


a)C flost ac 人 or gg (ai) .因此 |g (ao) 8 Cap) 是 工 
中 某 个 单 形 的 顶点 集合 . 亦 即 g* 将 K 的 单 形 映 到 工 的 单 形 去 . 它 
决定 了 一 个 单纯 映射 g. 剩 下 的 是 还 要 验证 这 样 的 g 是 了 的 单纯 
迫近 , 设 re 8,0=(aoap) e K. 则 reost (ai), f(x) e flost 
QCostg(a,). 设 f(r)e tre 工 .由 ost g{a;) 的 定义 , 诸 g(a,) 
都 是 r 的 项 点 ,从 g 是 单纯 映射 , 它 将 o 映 为 中 以 g(a,) 为 顶点 
的 单 形 > = g(o). 因 此 是 r 的 面 ,g(x)e g(a) 亿 tr, 所 以 g 是 
了 的 单纯 迫近 .上 

命题 设 连续 映射 f: 1K| 一 | 上 |, f2:1 工 | 一 iM | 分 别 具 单 
纯 迫 近 g1:K 一 上 L,g2: LM, 则 f°f1:|1K| 一 1M| 具 单 汪 迫近 
82°81: KM. 

证 明 读者 自行 验证 .于 

注 对 于 同一 连续 映射 f, 可 有 不 同 的 单纯 迫近 , 但 它们 所 诱 
导 的 同调 群 的 同 态 是 相同 的 , 将 留 到 $ 7 加 以 补充 说 明 ， 

从 上 面 定理 得 知 ,连续 映射 f:| K | 一 | 工 | 具 单纯 迫近 必须 满 
足 一 定 条 件 . 关键 在 于 | 玉 1 中 开 星 形 在 f 之 下 的 像 必 须 包 合 在 
| 工 | 中 的 某 个 开 星 形 之 中 ,而 这 个 条 件 只 须 玉 中 的 单 形 充分 小 即 
可 达到 .我 们 在 下 面 介绍 将 K 的 诸 单 形 加 以 细 分 , 得 出 细 分 后 的 
复 形 将 满足 单纯 迫近 的 条 件 . 

定义 设 =(ao…a,) 是 复 形 K 的 一 个 p 维 单 形 , 则 所 有 
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的 重心 从 慰 均 相等 的 点 wo = 万 和 写 c,, 称 为 o 的 重心 

复 形 K 的 重心 重 分 是 以 下 述 方式 决定 的 揽 形 , 记 为 Sd K . 

(DSd K)= eloe KI 

《 芭 设 oi =0,1,…, 记 ) 部 不 相同 ,而 腊 ci- ,是 vo, 的 面 , 则 
(dos) e Sd K, 

复 形 X 的 第 m 次 
分 , 即 Sa*K = Sd(Sd 
KY 

从 定义 即 知 0 维 单 形 (a ) 的 重心 就 是 ;ai 本 身 ; 工 维 单 形 
taoq1) 区 重心 是 线段 aoa. 的 中 点 ;2 维 总 形 (aoa1az) 的 重心 
角形 acaiaz 的 重心 , 即 该 三 角形 备 边 上 三 条 中 线 的 交点 . (图 3- 
25) 表 示 复 形 K, 及 其 一 次 重心 重 分 Sd K 


> 重 分 Sd”K 定义 为 Sd4* “1K 的 重心 重 
1K). Sd K 也 记 为 KD, (Sd"K) 记 为 
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Ki= {au ar, (aoal)l 

Sd Ki= |aoangi;(an!), (glail 

K2= ao al Qa2, aa; (aoar), (aiaz) (a2a0), {aaa)s 
《aoala2)f 

Sd Kz = iao ely azy a (aod!), (cai) (a164), (oba2), 
(4203), (04a0), (ae (edas)i(aodio2) (zaio2) (Caddo?), 
《6829g2) (cad2) (daoa2) 

不 难 验 证 ,定义 中 的 Sd K 也 是 一 个 复 形 , 而 且 1Sd Ki= 
IKi,dim Sd K=dim K. 

定义 复 形 K 的 诸 单 形 的 最 大 直径 称 为 K 的 网 格 , 记 为 
mesh 开 . 即 mesh K= ax 1diam ol, 此 中 o 的 直径 diam(o)= 


sup iz-ylf. 
Te 


从 定义 即 知 对 a e K', ost a 必 落 在 以 a 为 中 心 , 以 mesh K 
为 半径 的 球体 中 .而 且 , 重心 重 分 次 数 越 高 , 网 格 越 小 . 
命题 设 K 是 复 形 , 则 lim mesh K 人 ”=0. 


证 明 设 x,y。 R",x 与 y 间 的 距离 记 为 上 |x+-y|, 当 x 与 


是 p 维 单 形 o 中 的 点 ; 令 y= a 有 zy 上 = (xa) 
1 1z-al <maxi x-a 1(34;=1.) 因 此 o 的 直径 
diamo= sup xz-yl!=max| | a-al}. 

3 人 


现在 考虑 K 的 第 1 次 重心 重 分 KW, 设 (4 +t) 是 它 的 一 个 了 
维 单 形 ,此 中 4,t 分 别 是 单 形 a 与 + 的 重心 , 依据 该 1 维 单 形 的 顶 


点 的 顺序 ,o 是 + 的 面 . 设 = 万 上 轧 a, 其 中 ao,…, ao 是 = 的 诸 
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顶点 .因此 必 肛 的 一 个 项 点 v 使 | +~3 上 人 1t+-vH. 于 是 


le-elelt-2l=| Gh = 1 - vl 


Simesh 天 . 设 天 的 维 数 是 4, 风 pn, 因此 


Lr-s|@ mesh K. 


国 为 KL 的 网 格 是 KG 中 所 有 的 1 维 单 形 (& t+) 的 边 长 的 最 大 
值 ,所 以 mesh KD 志 mesh 天 .从 下 避 的 归纳 定义 即 有 mesh 


nl 


meshK®!=0. 

定理 《单纯 迫近 定理 ) 设 1K| 与 荆 | 分 别 是 具 三 角 剖 分 K 
与 工 的 多 面体 ,六 | 开 | 一 | 此 | 是 一 个 连续 映射 , 则 存在 丽 的 重心 
重 分 天 (9 和 F:| 民 (| 一 ( 工 | 的 单纯 迫近 g:K'" 一 L. 

证 明 由 于 lost 61beL'i 是 | 上 | 的 开机 盖 , 医 为 连续 ,所 已 
fF 1Cost 6)|6 e 三 是 ! 攻 | 的 开 村 盖 .然而 { 民 1 是 紧 致 度量 空 
间 , 由 Lebesgue 引 理 ,存在 8>0 使 得 对 任意 的 x e 1K1, 在 在 be 
工 " 使 得 以 x 为 中 心 , 8 为 举 径 的 球体 B(xz,58)Cf7!tost b). 而 由 
上 面 的 命题 , 存在 非 负 整数 * 使 得 K 的 * 次 重心 重 分 多 (满足 
msstk K =4<6. 从 兹 ,对 K 人 的 任意 顶点 a, 存 在 工 的 顶点 如 
使 得 a 在 Kt 中 的 开 星 形 ostaCB(a,4) C Bla,6) CC 
-1(ost 5), 或 即 f(ost a)Cost 5. 表 上 明 了 ;1K 一 |L| 具 星 形 性 
质 , 依据 单纯 迫近 的 存在 性 定理 , 了 具 单 纯 泊 近 g:K'9 一 L. 1 

我 们 将 沸 出 f: 1K 一 | 工 .诱导 的 K 一 上 的 同调 群 的 同 态 与 
KK 经 过 ; 次 重 分 后 的 K'? 的 单纯 人 扎 寺 g: 下 | 一 | 上 | 诱导 出 K 中 
一 上 的 同调 群 的 同 密 是 相同 的 .为 此 , 先 引 进 下 面 概 念 : 
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定义 设 同 态 序列 S4 = 1 Sdp:CoA(K) 一 Co(K 避 站 由 下 列 方 
式 所 确定 : 

ID 当 p<0 或 p>dimK, WN Sd,=0; 

fi 对 任意 的 a e K", 则 Sdofa ]= x .再 通过 线性 扩充 为 同 
态 Sdp: Cnt K}> Cot Km); 

Ci) 对 0< p< dm K, 假设 sd is C1(K)> 
C1(KM1) 已 经 定义 , 则 对 任意 的 ofe K, 令 Sdjg? = 07Sqd, -1907， 
式 中 a?54d,-190? 是 以 4? 为 顶点 的 链 Sao- .aa 上 的 锥 形 . 再 作 线 
性 扩充 为 民 态 : Sd,:C,(K)> Co(K), 

这 样 的 可 态 序列 Sd 坎 为 链 重 分 瑞 射 . 

妇 纳 地 定 文 sd = |Sd» :CK) 一 C(K'™));, 此 中 Sdy = 
Sd，" Sd 1!; 称 为 m 次 链 于 分 喘 射 . 

命题 ”上述 定 文中 的 辣 态 序列 5S4 = | 54,: C,(K)™ 
Ci 的 0)1 是 链 映射 . 

证 明 当 p<0 或 p>dim KK,95Sdyg? = Sds-13g9? 显然 成 
立 . 当 0< pp 所 dim 下 ,对 任意 的 ore K, 归 纳 地 假设 对 p -1 时 已 
经 成 立 , 即 Sd, ,是 链 歇 射 , 于 是 根据 锥 形 的 这 缘 送 算 公式 和 
Sd; ,是 链 喘 射 的 归纳 假设 , 则 

5Sdoo = dnSd, -13.95) = Sdp -190 ~ 6479» Sdp-19 57 

= Sd -to ~ oPSds-290-19,9° = Sdo- 10905. 1 

设 f;|K1>iL1 是 任意 的 连续 映射 ,g :KW 一 工 是 f 单 纯 迫 
近 , 由 于 Sd 以 及 单纯 映射 都 是 链 觅 射 , 则 有 下 面 的 诱导 司 态 交 换 
图 : 
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HK)— HL) 


Sd™ ,~ 


、 ER 
2 有 (Co ? 


注 在 本 章 最 后 的 $7 将 补充 证 明 上 图 中 的 复合 同 态 
g psd sp:H,(K) 一 Hs(L) 与 重 分 的 次 数 m 和 单纯 迫近 g 的 选 
择 无 关 , 而 是 由 了 唯一 确定 的 .因此 令 了 ,= g,， sd .并 称 癌 
态 序列 f= 1f. :HH(K)~H,(L)| 是 连续 映射 了 的 诱导 同 态 . 
定理 设 FRI 一 LIL1g:IELI 一 MT 则 (复合 映射 了 
的 诱导 同 态 (g f), 是 诱导 同 态 的 复合 gofso: 了 ( 开 ) 一 
BCM);(iy 恒 周 映 射 Ik1:1K1 一 |KK1 的 诱导 同 态 是 恒 同 同 构 ， 
即 (Li ,p= TInt0: Ho( K)> Ho(K); (证 ? 当 f~g:|IK|> 
I 工 |, 则 了 .=g ,sp:H,(K) 一 H,(IL), 即 同 伦 的 映射 请 导出 相同 
证 明 留 到 $7 给 出 证 明 .1 
定理 设 了 :1K1 一 | 工 | 同 伦 等 价 , 则 对 一 切 整数 p, 诱 导 同 态 
fp:H,(K) 一 H,(L) 是 间 构 . 
证 明 设 了 是 同 伦 等 价 , 则 有 /的 同 伦 逆 g:|1L1>1K[ 满 足 
8 一 TS 一 LE 
由 上 面 的 定理 即 有 
af rp (8 frp hn) :Ho(K)™ HK), 
fipgrp=(f a) ro la: HL)YHAL). 
因此 了 .是 同 构 . 1 
推论 同调 群 是 伦 儿 不 变量 , 当然 也 是 拓扑 不 变量 .上 
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例 1 平 环 4 与 Mbius 带 M 都 与 圆周 S! 具 得 同 的 伦 型 , 因 


Zp=0,1s 
p01 

例 2 对 于 任 一 可 割 分 空间 上 的 锥 形 C, 它 与 单 点 空间 P 具 
相同 伦 型 ,因此 


H,( OSH, DP)S 


HASEH MEH (SY)E 


Zp=0; 
0, 户 关 9 


§6 应 天 


定理 当 w 隆 4, 则 (;) S* 与 5S" 不 司 性 ; (i)R"” 与 "不同 
眶 

证 明 (ij) 科 慎 反 证 法 . 假 没 有 一 个 从 S* 到 S" 的 同 旺 hh 及 其 
同 胜 逆 训 则 有 -ih 生成 1! 分 别 是 S™ 和 3" 到 自身 的 恒 同 映 
射 注意 到 恒 司 映 和 东 诱 导出 相应 的 三 前 剂 分 节 各 维 同调 群 之 间 是 
同 构 的 .从 (CB p=h phys:H,(S" "I>H,(S") 

Ch RY, = hbk ,HtS™" I HH,(S") 

都 是 恒 局 同 构 , 因此 h, ,是 H,(S”) 与 地,(S") 的 同 构 .根据 $2 
例 8 的 结果 , 这 是 不 可 能 的 ,因此 S" 与 5" 不 同 

《由 点 集 拓 扑 的 概念 , S" 是 R" 的 单 点 如 RR" 与 
R*(m 关 nn) 同 凸 , 则 它们 的 单 点 紧 数 化 也 必定 同 胚 ,根据 (i) 奸 知 
是 不 可 能 的 ,因此 只" 与 R" 不 同 还 .3 

从 直观 上 和 多 , 圆 周 S' 到 和 户 身 的 连续 映射 了 S' 一 S', 当 点 
工 在 31 沿 逆 时 从 方向 在 S! 上 颖 一 图 , 则 f(x) 在 S! 上 的 逆 时 针 


第 三 章 。 单纯 同调 群 121 - 


或 顺 时 针 方向 绕 若 干 回 . 这 一 结果 导出 下 面 的 概念 ， 

定义 设 S" 一 5"(n 写 1) 且 连续 映 射 ,KK 是 5S" 的 一 个 三 角 剖 
分 , p 是 与 该 剖 分 相应 的 众多 面体 |K | 到 S*” 的 单纯 陵 射 ,我 们 有 
下 面 的 交换 


1K1 
其 中 j=p 人 gp: 天 | 一 天 | 


当 以 同调 类 :=,] 表 未 H,(K) 的 基本 类 ($2 指出 z= 卫 1 
ER 

则 存在 整数 o 利得 六 , (5xz]) = p[z], 这 个 整数 p 丈 为 的 映射 
让 或 拓扑 度 ,或 简称 为 度 ; 记 为 deg( 站 )， 

定理 没 f,g:S” 一 5" 都 是 连续 映射 , 则 

(deg(C7E)= degfF dep(g); 

(i) deg(1s")=1, 此 中 1g 是 5” 到 自身 的 恒 同 映射 

(ii 设 产 SS" 是 同 旺 ,网 deg(h)= 土 1; 

(iv) 设 c 是 常 什 映射, 则 deg{c)=0 

{v) 设 了 一 8:3 一 3 deg( 7 站) = deglg). 

证 明 (i) 设 K 是 S" 的 一 个 三 角 剖 分 .上 只 基 本 同调 类 
[zs] ,于 是 诱导 同 态 

FntH,( KH, (RK), ge:H, (KH AK) 

(g7) .al [zy= degtg Lz,) 
而 goal [zl)= gu. (dee(f[z,.) = deg(g )deg( f)( Lz,.), 根 
据 {g 有 ). ,= gf 因此 deg(g 方 =deg(gyadegf 户 . 

(i) 对 得 同上 映射 1 从 定义 lolfzs1)=1{z4], 所 以 
degl1s:)=1. 


| 政 1 


， 122 ， 北 丈 毅 认 党 1 论 


(iii》 设 衣 为 同 凸 , 则 有 同 胚 逆 和 ,而 1= deglls)= 
deg( hh = degXh)》deg(h ,由 于 deg (4) 必 为 整数 ,所 以 
deg{h)= +41, 而 E deg(th) = deg(h !). 

(iv) 对 常 值 映射 c,el[z,])=0, 所 以 deg{e)=0. 

(VV) 没 f~g, 令 昌 ;:S" x 了 5S* 为 之 们 之 间 的 同 论 , 即 
Hiz, OD)= Arz) Hr,1)=g(r), Xe S". 

设 : 是 |K1 的 开 枚 盖 Josttwv),w, 是 K 的 1 的 Lebesgue 
数 .这 半 由 于 五 是 一 致 连续 的 , 折 以 有 一 个 正 数 少 使 得 当 SS" 与 1 
的 子 集 和 4 与 B 满足 条 位 diam(A)<6 有 diam(B)<6, Mdam(H 
(及 x 8))<e .现在 假设 下 的 重心 重 分 K'" 具 网 格 mesh( K'"*)} 
之 5/2, 则 对 下 (9! 的 而 点 w, diam(ost( we))<8. 设 0= to<i<… 
< t=1 是 站 的 分 割 使 枸 领 两 点 之 差 小 于 5, 于 是 对 1" 的 顶点 
ww, 和 1 的 相仿 分 类 点 7,_1 和 专 , 集 合 归 (ost(zw,) x [1-145 ) 的 直 
径 作 于 s, 因 此 它 落 在 基 个 项 点 邮 的 开 星 形 ost(w,} 之 中 . 

因此 , 当 训 -有 / 扫 上 ,根据 单纯 迫近 定理 , 由 和 (auw) = vj 所 
定义 的 单纯 映射 p 是 员 的 单纯 迫近 , 从 此 得 出 对 二 .1 所 1 入 4， 
妃 具 相同 的 括 扑 度 .而 两 个 相 邻 区 间 4. 1, 4] 与 [6,41j 有 公共 
端点 ,因而 得 出 从 4- 到 4-1, 在 , 具 相 同 的 拓扑 度 . 从 而 得 出 
HH 的 拓扑 度 在 0 和 <1 志 1 取 常 值 . 特别 是 50= 与 Hi=g 具 相 辣 
的 度 .| 

注 也 .Hopf 还 证 明了 从 S$" 到 S”"(n 实 1) 的 两 个 连续 映射 f 
与 g 是 同 伦 的 充 要 条 件 , 是 它们 具 相同 的 拓扑 度 . 其 证 明 超出 本 韦 
范 芒 . 

定理 ”对 任意 "之 0,” 维 求 面 5" 是 不 可 缩 的 . 

证 明 当 wn 实 1.S” .上 的 恒 同 映射 具 折 扑 度 1, 而 常 值 映 射 具 拓 
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扑 度 零 .由 于 同 伦 的 映射 具 相 同 的 度 , 因此 5S”(n 实 1) 的 恒 同 映射 不 
可 能 是 零 伦 的 ,因此 S"(n 之 1) 不 可 缩 .至 于 =0, 则 S"= 1x RI 
z=11= | 一 1,1| 是 离散 的 两 点 ,因而 当然 是 不 可 缩 的 .上 

定理 ”不 存在 从 (nw + 1) 维 球体 B" = | 一 (rz 
0 e Re 号 m2s1l 到 w 维 球面 S"(n 光 0) 的 连续 映射 ,使 
5” 的 每 个 点 均 保 持 不 动 . 

证 明 利用 反 证 法 .假如 存在 连续 映射 /: B"*! 一 S* 使 得 对 
每 点 ze S" ,满足 条 件 f(z)= 工 .我 们 定义 一 个 同 伦 H: S" x 工 > 
3" 为 HUz,D=F(I-Dzj,zre 9",te 了 此 中 (1-~ tx 表示 实 
数 (0 到 1 之 间 ) 与 向 量 x 的 数 乘 ,表明 开 是 S" 上 的 一 个 收缩 .而 
由 上 面 的 定理 , 这 是 不 可 能 的 .上 

定理 ”假设 /:B"*' 一 B"*! 是 (n +1) 维 球体 到 自身 的 连续 映 
射 (x 实 0), 则 了 至 少 有 一 个 不 动 点 . 

证 明 利用 反 证 法 .假如 了 不 具 不 动 点 , 则 对 一 切 zs B”*!， 
f(z) 与 x 不同 ,考虑 从 f(z) 到 x 的 射线 ,而 令 g(x) 为 这 射线 与 
S" 的 交点 ,于 是 得 出 一 个 连续 映射 8: B"*' 一 5”, 它 满足 g(x)= 
xz,zre Si; 与 上 述 定 理 矛盾 .上 

定义 ”对 每 个 整数 11si 委 n+1, 上 映射 六 :3 一 S 由 r(xr!， 
0 XT), xt, ra, 
xz"11) 6 S" 所 决定 , 则 称 x, 是 S" 关于 第 i 轴 的 反射. 

定义 上 映射 a:5”" 一 5" 由 a(x)= -rz e 5S" 所 决定 者 , 称 
为 S$" 上 的 对 径 映 射 .此 中 -zx 表示 x 的 对 径 点 . 

从 定义 即 知 S" 上 的 对 径 映射 a。 是 S” 诸 反 射 ro ra， rat 
的 复合 rtrz rayt 

定理 (i) 5S" 上 每 个 反射 具 度 一 1; 


一 
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(ii) ”5S” 上 的 对 径 映 射 具 度 (- 1 
证 明 0) 取 5” 的 特殊 章 分 (( 图 3 - 27) 表 示 S? 的 八 面 形 剖 
分 ) 令 e= (0 ,010…)eR" 5 其 中 第 ;个 坐标 是 +1, 而 
一 二 (0,…,0, 一 1,0,…,) 表示 第 i 个 坐标 为 -因此 对 io< 鹿 
en & 是 几何 独立 的 ,它们 张 成 R"*! 中 的 p 维 单 
形 .所 有 这 种 单 形 组 成 的 复 形 记 为 工 , 则 
1Dl=1(r de RS 
从 球 心 出 发 的 射线 给 出 5" 的 剖 
分 pg:| I~*5". 于 是 (ele2…es41) 与 
(e-1e2…e,+1) 是 两 个 不 同 定向 的 n 
维基 础 单 形 . 而 x= (eeea1t) + 
人 et) 
的 母 苑 .7 = 9 rig:l 荆 | 一 | 并 | 是 
| 工 | 关 于 第 1 个 坐标 平面 的 反射 . 单 
纯 映射 >; 决定 的 链 映射 (71), (ele2 


图 3-27 eri) = (eyer esri)s ， 

(Pi), erie ett) = (ee 

因此,( 记 (x) = 一 (F(z]) = 一 [x], 即 
deg(r)=—1. 

(i)deg a= deg(rira r+1) = deg(ri) deg( r2)" deg( rn+1) 
=(-17"*t.1 


定义 ”S” 上 的 连续 单位 切 向 量 场 , 或 简称 向 量 场 , 是 一 个 连 
续 映 射 J: 5" 一 5”, 使 得 对 每 个 x e S”, f(z) 与 z 是 垂直 的 .( 图 3 
一 28) 

对 于 R" 中 两 个 向量 + = (ze 与 y= (如 ) 则 它 
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们 相互 垂直 当 且 仅 当 zx 与 y 的 数 基 积 
等 于 父 , 即 zy = yi Fry + 
x"y" =0. 

定理 ”Ss"(n 庆 1) 上 好 在 向 车场 当 
习 仅 当 % 是 奇效 . 

证 明 当 是 奇数 , 则 n+1 是 浊 
数 ,这 时 S" 上 一 个 向 量 场 站 可 定义 为 

转 3-23 Cr = 站 (er = (ra, 

一 5" 显然 是 
连续 的 ,而 且 对 ze 8" 
FT) = (zz rt rr tr 
rl x )= Nn, 
所 以 f(z) 是 S” 上 的 向 其 汤 . 

假如 是 偶数 ,而 且 g:5S">5" 是 一 个 向 量 场 . 当 rogfz)= 
0,xe S" .我 们 定义 一 个 区 伦 可 :S"x TS" 为 

H(x,t)=7 cos(tr}™ g(r)sin( ta), re Site 工 
ECz 72) ?= Hz, Hr,t) = rhoos (tr)+ 
Zr.g{lr)cos(tr)sin( ir) + | g(x) | isins( tr)=1.cos (rx) tO+ 
1.sinzKtr) 一 1] 对 所 有 上 < 了 工 成 立 .所 以 百 是 3 上 的 利 同 映射 和 
对 径 映 射 的 同 伦 . 然而 恒 区 睦 射 的 度 为 1, 而 对 径 映射 的 度 是 
《~1)"74= 一 1 因为 ”是 偶数 ), 这 与 同 伦 的 映射 具 相 区 的 迹 发 
生 了 矛盾 ,所 以 为 颂 数 时 , S" 的 向 二 滋 不 存在 ,上 
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在 8$5S 曾 在 附注 扬 指 出 : 司 一 个 连续 映射 的 不 同 的 单纯 迫近 


1265 . 光 袁 商 秋 劳 列 花 


所 少时 的 同调 群 同 在 是 衣 同 的 .而 且 连 续 申 射 的 诱导 河 态 与 相应 
的 复 形 的 重 分 次 数 无 关 . 为 了 证 明 这 些 结论 ,我 们 先 引 进 下 面 的 概 

定义 设 9=j9pp:Cy( 政 ) 一 Co( 工 ) SE y=1go: CK)~> 
Co( 上 ) | 是 两 个 链 睦 射 ,如 果 存 在 生态 序列 D= 1D,:C,(K)~ 
Co+t(ZL 儿 使 得 对 一 切 整 数 pp。 - ,= 0D + D， .49 成立, 则 称 
链 映射 q 与 儿 是 链 同 伦 的 , 该 司 态 序 殉 D 称 为 连 盒 op 与 清 的 链 局 
伦 ,通常 以 g 二 yy 表示. 

命题 设 链 睦 射 9 与 儿 是 链 同 伦 的 , 则 它们 的 诱导 同 态 相 
EB. pep= ep: Ho( KR)>H,(L). 

证 明 对 任意 的 zx es Z,(K),9zx=0, 从 链 同 伦 的 定义 ， 
Pol) — Golz)=3D, (x) + D19x =3Dtz) = Bs(L), 直 女 
Pp(z) 与 g(z) 属 于 司 一 个 同调 类 , 即 gp .of[z = p:H,([z)).1 

定理 1 设 q,w:K 一 上 L 是 连续 映射 K1 一 |L | 的 两 个 单 
纯 迫 近 , 风 pg，。= yp:HAK)>H,(L). 

证 明 先 考 查 有 关连 线 映 射 /的 不 同 单纯 迫近 之 间 的 一 些 
关系 . 设 是 /的 单纯 迫近 ,而 单 纯 迫近 至 与 p 只 在 K? 上 的 一 顶 
点 ae 处 取 不 同 秆 , 假 没 gp? 在 K"” 上 到 值 为 


zco-1 加 

Bb0, a= 

而 且 满 足 f(ost ao) 志 osc 6. 则 由 "所 决定 的 单纯 疾 射 p:K 王 上 
还 是 了 的 单纯 扎 近 ;这 是 因为 g 是 的 单纯 迫近 , 当 上 天 ao,A(ost 
qa)Cost p(a)=ost Wo(aj) 而 且 当 ao = act, flost ao)Cost bo = ost 


到 aa，a 天 3 


pan). 


再 者 ,对 /的 任 两 个 单纯 迫近 g 与 wy , 则 存在 着 /的 单纯 迫近 有 
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Ce 


限 序 葛 go, pi,…, qx 使 得 p= qu 和 y= go, 而 且 该 序列 中 相 邻 两 个 
单纯 迫近 在 K 上 取信 除了 一 个 顶点 外 都 禄 同 .( 鲍 如 K* = fa,… 
a Om) = g(a) 12 0 
6.) 令吉 a) {7 CD 
于 是 yf 决 定单 纯 迫 过 zi, 满足 po= pg，qr = .而 且 多 -与 只 有 
一 个 顶点 不 同 》 

现在 考查 KK 中 掏 单 形 "= (ao…ap), 网 有 (int jf ost aj} 性 
cg F(a) ,1=0,1,…,p, 此 中 是 了 的 单纯 追 近 . 当 yp 也 是 了 的 单纯 


迫近 , 则 有 Fost ga;)Cocet pg Ca), i=0,…,p; 国 此 (int YE fest 


g(a NNNost gC) 20. 因 上 g(a0), gap 9 (0), 
(en) 是 工 中 一 个 单 形 的 诸 项 点 ， 

由 于 上 的 任 两 个 单纯 迫近 9 与 光 可 归结 为 一 个 单纯 迫近 有 限 序 
列 ,使 得 相 邻 医 个 在 K? 上 只 有 一 个 顶点 取 不 同 值 ,因此 可 将 问题 化 
简 为 p 与 w 在 K? 二 除 一 点 ee 外 都 取 相 同 值 ., 根 记 闻 而 命题 ,我 们 构 
作 链 映射 p= {gy: CK) 一 CA(L) 与 9 =19p:C(K)>C(L)H 的 
链 同 伦 DD={D; :CK)>Cw(L 站 为 ; 

当 p<0 或 p>dm K, 令 DD,=0; 

当 p=0, 令 Do:Co(K)>CI(L) 为 

“0, aao 
De) a0), glan)), a=a0: 再 作 线 性 补充 ， 

于 是 当 a 关 ao,a0D(a)-D-iaa=0+0 而 且 9n(ay- eofa)= 
0, 所 以 Du 满足 链 同 伦 条 件 . 而 当 a = ao, 则 3oDPofano)》-P-,aao 
=3(pg (a0) g(a0o)) = yp(an} -yp'(a0o), 也 满足 链 同 伦 条 件 .对 
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0< pdim K, 定 义 DD,: Co(K) 一 C41(L 上 ) 为 对 CIK) 中 人 尾 一 基 
本 链 2， 
0 类 不 以 ao 为 顶点 
Dailot)=4, ,, sp , 
Lan) gla) rT, 当 g? 以 a6 为 质点 ， 
屠 取 形式 o = coof 上 , 令 不 含 ug 的 地 -在 9 或 ?之 下 
的 像 为 rr 此外, 当 g(as), pfao) 与 2 1 诸 硕 点 不 相 
同时 ,Le (ao)g(aoy) rm ! 取 零 填 , 否则 它 张 成 一 个 定 
向 单 形 
因此 ,对 a? = aom Js， 
aDyiot) + D,. .30 = 0 (Cao gla + Ditor !— 
apaap ~ 1) 
=p(aor -planr {+(p ta g(a) aor! 
~ D1(ay da 1) 
=p{tadr lt—p adr lt(p lan) pa)! 
一 [gp (ao) pla))ar = 9,(0) ~ pp( ot), 
其 中 从 第 二 个 等 式 到 第 三 个 等 式 的 最 后 一 页 是 根据 DD, . ;的 定义 ， 
而 最 后 一 等 式 是 由 于 p(aoym 1=p(a0) y(n -0 = op(anas 1) 
=ppfep) 对 o9 不 售 ao 和 对 , 列 Dofc)=DD io=0, 而 且 
Vp(57)=y'p(o4); 因 此 也 满足 链 同 伦 条 件 . 根据 命 题 , 全 9 ，, 因 
| 
以 下 将 证 组 连续 晓 射 的 单纯 迫近 的 诱导 同 态 与 下 的 重心 重 
分 次 数 无 关 , 为 此 , 先 证 明 两 个 命题 ， 
命题 1 定义 顶点 映射 x*; (SdK ”一 K" 为 :对 一 点 6 @ 
{SQ4K)* 映 为 o 区 任 一 指定 顶点 a. 则 xo 可 扩充 为 单 疆 映 射 r: 
SdK 一 KK; 而 且 r 是 异 司 映 射 lig;:| SaK | 一 |K1 的 单纯 志 近 . 
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证 明 设 (aol…0?)e Sg K, 其 中 oc 作 <oi<…<ot, 因 为 
(0 (i 二 0,…, 记 ) 都 是 ot 的 顶点 ,所 以 "是 Sd K 一 K 的 顶点 
间 映 射 ,通过 线性 扩充 ,决定 了 单纯 映射 +. 于 是 对 任意 的 xz < 
1S4 天 |, 设 上 = 站， ae Sd K 是 某 个 单 形 慌 =(39…9?) 的 内 部 ， 
这 时 1xi(z)= ze of 内 部 ,而 z(z)= 如 (0')e ot, 所 以 
是 11xi 的 单 形 迪 近 .1 

命题 2 单纯 映射 +: Sd K 一 KK 决定 的 链 上 映射 = {xp: 
Cs(Sd K) 一 C,(K)| 与 重 分 的 链 映射 Sd = 1 Sd,: Co 区) 一 
Co( Sd K) 满 足 : (i)xp* Sdp =16p(K);(ii) Sdyry~le, (Sd K). 

证 明 ”用 归纳 法 加 以 证 明 . 

当 p=0, 对 a 。 K', xoSd(a)=a=1ctx)(a), 显 然 成 立 . 候 
设 mw -5Say is=1lc dx) 成 立 .我 们 取 Sd K 中 的 p 维 单 形 忆 ,并 
假设 它 是 K 中 某 个 p 维 单 形 of 的 重心 重 分 的 一 个 小 单 形 , 则 
rp(r)= 0 o?, 此 中 e =0,1 或 -1 视 rt 是 地 塌 或 与 2 定向 是 否 
协调 而 定 .于 是 对 K 中 任意 维基 本 链 1.of, Sd(of) 是 Sd 中 
具 所 述 性 质 的 小 p 维 单 形 的 代数 和 ,因此 

zpSdp(o?)= rp(02Sdp-190?) = ko, 此 中 大 < 也 .然而 由 于 边 
缘 运 算 3 与 x, Sq 均 可 交换 和 归纳 假设 , 上 ao = (kz ) = 
arpSdo(a)=m-1Ssd-i(ao)=ao, 与 上 式 比较 得 出 上 =1|, 因 
此 rsSduze = o*, 完 成 了 (i) 的 证 明 . 

《这 我 们 仅 须 证 明 Sdjprs 与 1c,(sz k) 之 间 存 在 链 同 伦 即 可 .为 
此 定义 D,: ClSd K)>Cri(Sd K) 为 : 

当 p=0, 设 $ 是 Sq4 K 中 任 一 顶点 ,x(4)=a 是 a 的 一 个 项 
点 ,于 是 有 Sdoro(6)= Sdo(a)= ea.' 然 而 lcusar (3)- 
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Sdorol$)=5$ -aa, 而 及 (a6) e SdK. 这 时 定义 Dola)=(az)e 
Cif Sa 民 ), 通 过 线性 扩充 得 出 同 态 Do: Cof Sd K) 一 Cu(Sd K). 
当 令 D ,= 省 则 有 关系 式 
1cusai — Saoxn=apo+ 刀 19. 
假设 对 洪 足 链 同 伦 条 件 的 Di, D, …, Do .1(p 芝 1 已 经 有 定 
文 , 亦 中 对 9< p, 我 们 有 诸 关 系 式 
lca( Sa RK)- Sdsrs =39D, + Do-io. (gp) 
而 县 其 中 对 ree Sd K, Dy(r) e Cetit Sd K). 
现 假 设 局 = (60…0?), 此 中 <<…<ot. 是 Sq K 中 一 个 p 
维基 本 链 , 由 归纳 想 设 
3m- Saim-i(art=apo (9r) + Do aafar) 
=9D。.1(37?), 然而 链 z= 矿 ~ Sqyxpr? - De iar 的 边缘 链 9z。 
由 上 式 妈 得 出 3z=3r? -9Sdprpr? -apDi-iar=ate-Sdorpa 
3Di-iar=0. 这 表示 xz 是 闭 链 , 根据 &2 例 9， HopfSdcr) = 
:0 所 以 z 是 Sdo? 上 的 边缘 链 , 妈 存在 co -ie Cyril(Sd ot)C 
Cprt( Sq KK), 满 足 z=9cp41. 我 们 定义 Ps(r)= cp,1, 即 得 出 关 
系 式 : 


msSqumre=aoDolre)- D。10 吕 ,通过 线性 扩充 得 出 
同 态 PD,: Col Sq K) 一 CrtSd KK), 它 满足 条 件 
le(sgt -~ Sderp = 9 D, + D,-19, De (rw)E 
Cori(SdK). € 
定理 2 ( 重 分 不 变性 定理 ) 诱 导 同 态 x ,= 1x,。 =H,(Sq 
并) (区 ) 与 Sa。=1Sd .po: 责 (天 ) 一 汪 (Sd K) 1 是 互 逆 的 同 
均 ， 
证 明 让 上 面 的 命题 2, 得 出 TapSd ss = lit Sd pre p= 
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lncsxys 定理 得 证 . 1 
从 前 面 的 定理 1 和 上 述 定 王 2, 即 可 证 明 连 续 映 射 的 诱导 同 
态 与 单纯 迫近 的 选择 以 及 相应 复 形 的 重 分 次 数 无 关 , 从 而 完全 解 
决 了 了 85 的 附注 中 所 提出 的 结论 
定理 设 f:|1Ki 一 |L| 是 连续 映射 ,了 :|K'"'| 一 |L 具 单 纯 
迫近 9p: 开 (一 工 , 则 对 所 有 的 p, 同 态 
pap" Sd :H,(K)~H, (LL) 
与 重 分 次 数 无 关 . 
证 明 只 须 证 明 对 任意 的 单纯 迫近 风 : Ki"* 站 一 工 ， 
Sd "= 站 :pSd 9D 即 可 .我 们 有 下 面 的 交换 图 表 ， 


SC 
HK) > HK™Y) HL) 


se 小 


EK) 


利用 由 与 pr 都 是 六 | 区 (| 一 | 工 | 的 单纯 迫近 ,由 定理 1, 多，， 
= gp, px，s; 表 由 定理 2, 即 得 出 

DapSd op = gu pr pd "=p psd "+, | 

最 后 ,再 把 同调 群 的 诱导 同 态 的 主要 性 质 作 下 述 补充 ， 

定理 设 f:|K 一 1L1 是 连续 映射 ,f 的 诱导 同 态 f .= if, ，。 
= pe psd HK)= HL); 

中 设 g:1L1l 一 |M| 了 出 是 连 污 映射 , 则 

(gf) ,p= gu pfsp: HK}— HM); 

WD lg) p= leo: HK HRD):; 

Dm fF~eilKl=iL|,Nf. ,= gp Ho(K)>H,(L). 

证 明 (1 设 存在 正 整数 n 使 得 g:L'" 一 M 是 g:|L 人 "| 
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一 [MI 的 单纯 迫近 ,而且 存 在 正 整数 m 使 得 f: | K™ | 一 IL 人 "| 
具 单纯 迫近 ww: 开 (or 工人 设 x: 上 (一 上 L 是 由 x:LD 一 上 归 
纳 地 定义 的 单纯 迫近 , 则 g= rmw 是 f:| Ki™ | 一 |L | 的 单纯 迫 


近 .从 下 面 的 交换 图 表 : 
一 Kf ~ L—£ -AM 


fm) 
7 | pe 
PE 


根据 诱导 同 态 的 定义 即 有 

frp= pgsd oy, grp= pr psd 
利用 关系 式 gp= zw ,pp，SadYxW) =1im, 即 得 出 g, pf 
= pe psd gp psd = y, pSd Srv, pSd = ,pw pSd 
而 (g /) .sp= (wo) ,pd = pup "sat 全 
因此 (g/) ,p= gp fp ， 

从 ”由 于 恒 同 映射 所 决定 的 链 映射 是 恒 同 同 构 , 因此 它 的 诱 
导 同 态 也 是 恒 癌 同 构 . 

全 设 f~g,H:|K. XI 一 |L| 是 连接 /与 g 的 同 伦 .对 te 
攻 令 hh=H(z,2):|Ki—|L|,xe [Kl,t e I. 因 为 |ost 6|6bE 
Lr 是 | 工 | 的 开 覆 盖 , 1H-'(ost 5) 15 e L?1 是 紧 致 度量 空间 | K| 
x 了 的 开 覆 盖 , 由 Lebesgue 引 理 , 存在 非 负 整数 mx 和 正 整 数 使 


得 K(”) 的 每 个 顶点 。 和 1 的 次 等 分 为 4 个 小 区 间 [ 和 =, 二] 


(=12， ,sn 存在 0 e L9 满足 fost a)x [1,]CH-! 
《ost 5) .因为 hl (ost a)Cost 6, hh (ost a)Cost 5, 所 以 可 对 
如 =! 和 用 取 相 同 的 单纯 迫近 gs: Ki 一 L, 它 由 顶点 映射 几 (a) 
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三 6 所 确定 .从 而 有 Cht 1) ,p= (hs) ,p(k=1… ,nn). 因 此 了 ,yp 
| 
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习 题 


1. R" 中 的 点 集 1ao, a1,…, ap| 是 几何 元 关 的 , 意 息 是 它们 不 
落 在 p -1 维 超 平面 上 .证 明 这 时 诸 向 其 的 集合 la 一 0,…, ap 一 
ao 是 线性 无 关 的 ,而 且 反 之 也 成 立 . 

2. 证 明 在 一 单 形 中 每 点 心 坐 标 是 唯一 的 . 

3. 验证 一 个 几何 复 形 K 的 -~ 维 骨 架 是 一 个 几何 复 形 . 

4. 及" 中 一 子 集 C 称 为 一 个 凸 集 , 假 如 C 包含 该 两 点 , 则 它 必 
包含 以 该 两 点 为 线段 端点 的 线段 的 每 个 点 . 设 A 是 R" 的 非 空子 
集 , 则 包含 A 的 所 有 凸 集 的 交 称 为 A 的 凸 包 .证 明 : 

(DA 的 凸 包 是 凸 集 ,因此 它 是 包含 A 的 最 小 凸 集 . 

们 车 A = 1ao,a1,…,as{ 是 几何 元 关 的 点 组 , 则 A 的 凸 包 就 
是 户 维 单 形 (ao, a1,…, ap), 因 此 有 时 也 以 此 作为 p 维 单 形 的 定 
义 . 

5, 设 在 R**! 中 的 (n+ 1) 维 单 形 o = (ao…as+1) 具 诸 顶 
点 如 下 :ae 为 原点 ,对 i 尖 1, a; 是 第 i 个 坐标 为 1 而 其 余 坐 标 为 0 
的 点 . 设 KK 表示 so”"! 的 闭 包 的 n 维 骨 架 , 通过 显示 S" 与 1K | 之 
间 的 同 胚 而 证 明 S" 是 可 训 分 的 . 

6. 设 K 是 由 2 维 单 形 (aoa1a2) 的 一 切 真 面 构成 的 复 形 , 赋 
子 以 顺序 ao< a1<a, 诱导 的 定向 .计算 K 的 各 维 同调 群 . 

7. 设 下 图 是 圆柱 面 C 的 一 个 三 角 痢 分 , 计算 C 的 各 维 同 调 
群 . 
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8. 证 明 一 个 复 形 的 组 合 连通 分 支 的 几何 承载 与 相应 的 多 夯 
从 1K| 的 连通 分 支 是 相同 的 . 

9. 证 明 复 形 KK 的 p 维 Betti 数 是 p 维 同调 群 H, (KK) 的 自由 
部 分 的 秩 

10. 求 环 画 了 的 最 小 三 第 六 分 .《 往 ; 它 的 各 维 局 谓 群 为 ; 
Ho{ T)EZ, HT) 兰 Z 由 ZHIT) 宕 Z) 

11. 设 KK 为 一 复 形 , K" 是 它 的 + 维 骨 架 ,证 旺 H,(K) 与 
Ho( 民 ') 同 构 (0<p< 7r). 

12. 说 明 环 面 可 定向 而 射影 平面 和 Klein 撼 都 是 不 可 定向 的 . 

13. 设 K 是 x 维 单 形 的 闭 包 .证 明 对 0< pn, H,(K)= 
10 上, 并 从 此 证 明 本 (0(S = 和 1 

14, 证 明 可 定向 的 n 维 的 流 形 , 对 它 的 n 维 单 形 怡 有 两 个 密 
合 的 定向 

15, 设 民 是 可 定 应 4 维 伪 流 形 ,证 明 H, CK) 实 Z. 

16. 给 号 一 个 例子 表明 两 个 多 面体 | 玉 , 与 | 工 | 对 每 个 户 。 
于 (多 ) 与 H,( 工 ) 均 同 构 , 但 是 下 | 与 | 二 1 不 局 亚 ， 

17. 设 K 与 工 为 复 形 ,而 ) 9 ;是 同 态 序 列 op :Co( 开 ) 一 
Cp( 工 ) 满 足 9,pp = qs-19s(p 字 1) 的 链 映 射 ,而 Po Hs (RK) 一 
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HH,( 工 ) 表 示 go 的 请 导 回 态 , 证 昌 当 HL,{K}) 中 有 [x,] = f wo] 时 ， 
则 在 地,( 谍 ) 中 有 [ps z5)]=[ gy vws)] 

18. 证 明 繁 个 单 续 有 映射 pg:| Ki 一 工 | 是 连续 的 

19, 证 明 复 形 K 的 诸 顶 点 ru v4,…, um 是 兵 中 一 单 形 的 诸 
磺 点 的 充 要 条 件 是 由 ost w, ) 天 全 

20. 证 明 :() 设 xz 与 是 单 形 o 的 两 点 ,型 存在 z 的 一 个 顶点 
2 使 得 |x-yl 人 xz-vl. 
放 单 形 ce(z# 之 1 的 直径 是 它 的 1 给 下 的 极 大 值 . 
放纵 数 为 正 的 复 形 的 网 覆 是 它 的 | 维 单 形 的 最 大 长 度 . 

21. 证 明 ; 对 映射 f,g: 5S" 一 S*, 当 deg(f)=deg(g), sg 
一 六 ,HS") Ht SY). 

22. 证 明 S"(n 为 奇数 ) 上 每 个 向 量 场 同 伦 于 恒 司 映射 天 对 
径 黄 射 . 


$1 正 合 序列 


对 交换 群 G, 和 G3, 如 果 它 们 之 间 存 在 同 构 ;GG,, 也 

可 记 为 存在 诸 疗 态 h, ,及 ; 使 得 存 硅 一 个 训 列 
0 Gl Gs -0 {1) 

满足 ker hiz= Im 玉 而 且 Ker hh = Im hi ,前 者 是 因为 上 是 满 种 ,而 
沿 者 是 由 于 上 是 单 射 .我 们 把 上 述 的 关系 应 用 于 三 个 交换 群 以 及 
它们 之 间 的 向 态 所 构成 的 序列 ,我们 引进 下 面 概 念 

定义 ” 当 序 列 Gi 6, .6s 
当 满 足 关 系 式 Im fi = ker 产 , 则 称 这 三 个 群 构 成 的 证 列 在 G2 处 
是 正 合 的 

杠 据 这 个 定义 , 则 Gi 与 Ga 同 构 的 充 要 条 件 是 式 (1) 在 G) 
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和 G， 处 部 是 正 全 的 .我 们 把 它 加 以 推广 得 到 下 面 的 
定 久 ”处 处 是 正 合 的 交换 群 序列 称 为 正 合 序列 . 特别 是 正 全 
序列 


0 一 Go 2) 
秘 之 为 短 正 合 序列 .而 交换 群 及 同 态 范 毫 列 
册 G A 大 Gs ER Gs Ci (3) 


满足 诸 关 系 式 Ea( /7 = kert 了 +41) ,is 加, 则 该 序列 称 为 长 正 全 序列 . 

对 短 正 合 冶 列 (2), 这 时 ker( 1) =0, 即 fi 是 单 区 态 .我 们 把 
Gs 在 fi 之 下 的 完全 原 像 记 为 G1', 则 G1 一 G3 是 包含 映射 记 为 
让 而 fi 是 满 同 态 , 并 且 ker( 户 )= Im(f1), 因 此 Gs>G2/G.' 是 没 
影 , 记 为 x; 从 北 ,在 同 构 的 意义 下 , 想 正 全 序列 (2) 训 改写 为 男 一 
个 短 正 全 序列 


0 >G GG/G 0 (4) 
引 理 “分裂 引 理 ) 设 短 正 合 序列 
0 A BC 0 (5) 


如 果 存 在 同 态 p:CB 使 得 gp=1c. 则 B 宇 ABC 

证 明 对 任意 的 geB, 因 为 gl(g 一 pg(8))= wg)-1cplg) 
=0, 所 以 g -pplg)e kery=Im y, 因 此 geImy+Ine: 站 肝 g 
是 Im 风 与 Im p 的 元 案 的 和 .更 证 明 Im yg 们 lm p= .从 而 得 测 
B 衬 Im #@BIm p. 事 实 上 ,假如 Im 多 与 Im pe 的 交 非 零 元 , 则 存在 
0g= eftej= plc), 此 中 sa4,reC. 然 面 知 =1c 和 正人 台 性 ,我 
们 得 目 c= 加 fc 一 邮 (a)=0, 从 而 g=ctc)=0 得 出 巴 盾 .后 
以 Tm yf TImp= 01 

此 外 ,由 于 中 是 单 所 态 ,所 以 Tom gy 实 A. 而 其 yp= 1c 即 知 p 
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也 是 单 同 态 , 所 以 Imy2C, 因 此 有 BAGC.1 

前 述 的 p 称 为 分 裂 同 态 ;这 时 短 正 合 序列 (5) 称 为 可 分 裂 的 . 

剩 下 的 是 要 证 明 当 C 是 交换 群 , 则 分 裂 同 态 p 是 存在 的 . 

当 C 是 交换 群 , 设 cj, …,c。 是 一 组 基 , 则 对 任意 的 ce C, 存在 
唯一 的 一 组 整数 X;,…,%， 使 得 c 可 表 为 c=Xycy + … +)ncn 由 于 
由 是 满 园 态 ,所 以 存在 b,,…, bseB, 使 得 c= gg(bi)(i= 1,*…,n). 
因此 可 以 定义 p:C>B 为 p(c) = 和 bi +… +Xobs, 这 时 p 显然 满足 
yp=1c.1 

定义 ” 具 相 同 指标 集 的 群 和 同 态 的 两 个 序列 


(6) 


BB 
如 果 有 一 个 系列 同 态 :a ;A 一 B; 使 得 每 个 方块 
A; 4irl 
Me 
都 是 可 交换 的 , 即 ya = my9i: 则 称 该 系列 }al 是 一 个 同 态 ;这 时 
该 两 系列 (6) 称 为 同 态 序列 . 当 诸 a 都 是 同 构 , 则 称 该 两 序列 (6) 
是 同 构 的 . 
现在 考 虚 一 般 的 链 复 形 和 它们 之 间 的 链 映射 , 为 方便 起 见 , 简 
记 复 形 K,L 等 等 的 p 维 链 群 C,(K), Ch(L)} 等 等 分 别 为 Ku, Le 等 ; 
而 以 fr, 内 等 表示 p 维 链 映 射 K, 一 L,、 
假设 有 短 正 合 序列 
OK lL, Mer0, 
于 是 对 每 个 p, 联系 着 gs 诱导 的 同调 群 的 同 态 gs 从 而 
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有 司 调 锋 的 序列 
HKJs HCL) SS HM). 
我 们 现在 来 考察 这 个 序列 与 次 正 合 序列 的 偏离 捕 况 . 为 此 , 我 
们 假设 有 下 列 的 无 眼 图 表 , 其 中 每 行 都 是 短 正 合 序列 , 而且 每 个 方 
甘 都 必 可 交换 的 ; 


OK Mg 
| Em 1 Du 
Y Y be YY 

OK L, M， 一 
| sl a.l 
Y 

0 一 KM iD 
| | .1| 
下 ba MM 下 


Ww 
UK-aT YY Lb-s  * M, 270 


上 列 无 限 图 天 ,我 们 要 寻找 联系 相 令 维 数 辣 调 群 之 区 的 一 个 重 
要 的 同 态 .对 M 中 的 财 链 z, auz= 0, 由 于 各 是 注射 ,所 以 存在 善 
be i 使 得 4.(b)=z. 根 沁 备 方块 钓 可 交换 性 ,bs = 中- 134 -+ 
aufb) =36(b)= 95,z=0, 由 于 5,(b)e1,-1, 通 过 第 n 行 的 正 合 
性 ,存在 ce K,- /使 得 ru .1(e)=an(b). 然 而 go zx(auic)=Bah-i 
《asb) =0, 从 间 是 兽 射 ,所 以 3,.1(c) = 0 这 表明 ce Zu- ,(K). 从 
而 得 出 ZA(M) 一 2Z。- 1(KK) 由 上 述 的 对 应 z 一 >c 所 定义 .然而 这 个 
对 应 忆 于 成 员 的 选取 不 一 定 唯一 ,因而 这 样 竟 对 应 不 是 完全 确 的 。 
但 是 我 们 将 看 到 ; 习 系 到 同 汕 群 的 成 员 的 对 应 则 是 完全 确定 的 .为 
此 , 设 z.z eZst MD), 而 且 它 们 属于 同一 个 同 振 类 , 即 z 一 z, 亦 即 存 
在 at M,_ :使 很 z-z =9,4 ,5a) .因为 #9 是 满 射 ,所 以 存在 pb,b’'e 
启 入 fb; 二 2, 向 (b)=z 1; 而且 有 ec,ec eK 使 gq,. 1 (ec)y=3b, 
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和 Te)=ab' .出 于 避 : ;也 是 满 射 , 对 ae M611 必 有 eeLa+ ;使 得 
x+y(e)=a. 再 根据 每 个 方块 的 可 交换 性 ,和 (assre)=aorytniri 
(e)=aia=z-2 .于 是 有 yy.{(b-b -935641el=0, 所 以 (bb 
一 9o+1e)e keryn, 由 第 n 行 的 正 合 性 ,该 成 员 必 属于 Im g%。. 设 ce 
K。 使 得 pg,(c)=b 一 b' -are' 于 是 pi(ac) = anpn(c) = 
aa(b-b -arie)= anb-aub 二 1(c-c'), 因 为 p。. ;是 单 射 ， 
所 以 c 一 ce =9,c", 证 明了 < 与 c 是 同调 的 闭 链 ,这 样 便 证 明了 存在 
完全 确定 的 同 态 Hu(M) 一 Hui(K) 由 [一 [e] 所 决定 .我 们 称 这 
个 同 态 是 联系 诸 短 正 合 序列 :0 一 Ks 一 L, 一 M, 一 0 (pe 2) 之 间 的 
连接 同 访 , 记 为 4. 
定理 ” 设 诸 链 复 形 与 它们 之 间 的 链 映 射 所 构成 的 序列 ,对 一 - 
切 PeZ， 
0 一 Ki PL, Ms 0 (7) 
是 短 正 合 序列 , 则 下面 的 长 同调 这 列 
EM RD (8) 
是 正 合 的 ,其 中 A, 是 连接 同 态 H,( M) 一 H,_1(K). 
证 明 必须 分 别 证 明 对 任意 的 整数 p, ker ys 二 Im 9 ,jp 而 
县 Im pp 汪 ker bsp 从 此 得 出 ker gs = Im gp. 同 理 证 明 
kerAp = Im 由 ,pker p= Im Ah .这些 均 留 给 读者 作为 练习 . ‖ 
命题 ”如 下 面 图 表 所 示 , 设 链 复 形 KK,L, M 及 它们 之 间 的 链 
映射 pg,y 以 及 相应 的 K',L',M 和 gp',y 所 构成 的 序列 是 短 正 合 
序列 , 而 且 每 个 方块 可 交换 : 
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Or Kr]. ~ M0 
上 
中 
OR M0 
则 相应 的 下 列 水 平 的 长 语 列 也 是 正 合 的 ,而 且 每 个 方块 也 是 可 交 
换 约 ， 


a a 本 [ 
“HALTSH MSH, (KH, 


| a 


HL IS CMI, KH, (Lm 
证 明 留 给 读 君 作为 练习 . 】 


$2 相对 同调 群 


设 K 是 单纯 复 形 , 工 是 KK 的 子 复 形 , 则 称 《 KK, 上 ) 为 复 形 偶 、 
这 时 包含 贞 射 ;: iL1 一 ] KK| 是 单纯 映射 . 当 我 们 将 链 群 C, (上 工 ) 堵 
为 CK) 的 千 群 , 则 它们 所 决定 的 链 映 射 je: Co( 工 )-= Ci 区) 是 
包含 同 态 而且 是 单 同 态 . 现在 令 CCK, 了 ) = Co(K)/CstL), 则 
Cs 到, 荆 ) 中 任 一 成 员 cp = cp Co(LJ ce C,(K). 由 于 3,: 
Cp(KK) 一 Co-1(K) 满 足 9(C6(L))CC,.:(L), 因 此 3, 诱导 出 商 
群 Co( 收 , 工 ) 的 同 态 3: Ci( 下 , 工 ) 一 Cr 1 交工 ). 这 时 对 任意 的 
= +t Cll)eEC(K, Ld = aos+ Co if) .不 难 验证 
3, .15 是 零 同 态 . 

定义 对 复 形 傅 fK, 工 ), 群 CK, 工 ) 称 为 (KK, 工 ) 的 pp 维 相 
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对 链 峰 或 K 模 工 相对 请 维 链 峰 . 同 态 了 :Co (民工 ) 一 Co-1( 开 . 
工 )( 记 之 划 称 为 复 形 偶 ( 开 , 工 ) 的 请 维 相对 边缘 同 态 . C,(K, 工 ) 的 
子 群 ker5y 记 为 2Z,《(K, 工 ), 称 为 K 模 的 户 维 相对 闭 链 群 或 
{K, 上 ) 的 户 维 相对 闭 链 群 ,Cr (天 , 工 ) 的 子 群 Im 3,.; 记 为 
B,( 开 , 工 ), 称 为 玉 模 L 的 p 维 相 对 边 绿 链 涪 ,或 (K, 工 ) 的 p 维 
相对 边缘 链 群 , 商 洋 Z,{ 民 , 工 )/Bp( 开 , 工 ) 记 为 H,{ K, 工 ), 称 为 
( 玫 , 工 ) 的 p 维 相对 同调 解 ,或 K 模 L 的 p 维 相对 同调 解 . 

为 了 说 明 上 述 定义 的 几何 意义 ,我们 令 C,(K - L)= |cpe 
Co(K)| 当 or?eL,c,(o?)=01, 即 KK 中 不 包含 L 中 单 形 的 p 维 链 
的 集合 ,因此 C,(K)= Co( 工 ) 四 CC 区 一 工 ), 或 即 C,(K, 工 ) 尘 
Co(K~ 工 ). 从 此 可 说 (K, 工 ) 的 p 维 相对 链 是 K 中 不 含 L 中 
维 单 形 的 p 维 链 . 相 对 p 维 闭 链 5, = c+ Co( 二 ) 是 满足 aoc Co _， 
( 工 ) 的 KK 中 维 链 ;这 时 5 本身 可 以 不 是 闲 链 , 即 3cj 不 是 零 链 ， 
但 它 属于 C,_1( 工 ), 即 落 在 工 中 .类 似 地 , 当 c。e B,(K, 了 ), 即 存 
在 cprve Csri( 区 ), 使 得 c= cp+ Cp(L)=3cpri+ Cp《 工 ), 或 即 
cp -9cp+1E Col 工 ). 因 此 zp 维 相对 边 绿 链 e, 作为 C,( KK) 中 的 等 价 
类 , 它们 任意 一 个 代表 本 身 可 以 不 是 边缘 链 . 而 它 与 KK 中 某 个 边 
缘 链 之 差 是 民 中 的 一 条 pp 维 链 ， 

例 1 设 玉 是 到 = (aoaia?) 的 边界 复 形 Rao?, 子 复 形 工 = (ao). 

这 时 任 一 个 co(K)= go(ao)+ gi(al) + ga(42), gE Z(i= 
0,1,2) 所 以 Co RK)= Zo(K) 兰 zzZ 昌 7. 而 Co(L)= Zo(L) 兰 Z， 
因此 Co(K,L) = Zo(K, 工 ) 衬 Z@Z. 它 的 任 一 成 员 取 形式 
Co=gi(a) + ga(a2) + ColL), gig2€Z. 

由 于 Cs《 工 ) = 0, 所 以 有 co=3(gi(aoai) + g2(a0a2) 十 
Co(L)=g1(a001)+ gi(aoaz)+ Ci( 上 L)) 亦 野 有 Zo( 天 , 工 ) = 
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B(K,L). 区 此 Hy K,L)=0. 

设 记 =hana)+halares)+h3(azao》 ~ Ci( 上 上) 是 1 维 相 
对 链 , 它 的 相对 边缘 链 是 3w = Ch 一 ho) arth -内 ) a 一 
Cu( 工 ), 因 此 9 下 EZ1(K, 工 ) 的 认 要 条 件 是 &1 = pa= hs, 亦 即 Zi 
KR,D=Zws 此 中 灾 = (a0a1} 一 《eras)+(a2a0); 而 由 于 KK 中 
不 具 2 维 单 形 , 所 以 BI(K,L)=0. 因 此 Hi(K,L) 室 2Z. 

例 2 没 s=(a0a1a2),K=Cle?,L= Bdo?, 这 时 CelK)= 
Cot 工 ,所 以 ColK, 工 ) =0. 因 此 Ho(K,L) =0. 其 次 ,C,(K)= 
CL), 所 以 CLK, 工 ) =0, 因 此 碧 :(K,L)=0., 最 后 , Ca(K)= 
Za, CL)=0, 所 以 Co(K,L)=Zo?. 设 z=go* 是 Ci(K,LL) 
中 任 一 成 员 , 刚 355= gaczec Ci( 工 ) ,所 以 了 z=d 于 是 2,(K, 工 ) 
= CK,L)SL, BEK,L)=0. 因 此 Hi(K, L)SZ. 

定义 设 f:(| Ki|,|Li|) 一 (|K21, |Isi) 是 连续 映射 ,不 难 
验证 六 诱导 出 相对 同调 群 的 同 态 

Fp: HK LO HR, L2)s 

称 为 二 的 诱导 同 态 . 

命题 诱导 同 态 太 , 具 下 询 诸 性 质 : 

(i 设 lgxggep: (Kl 15 一 (KI,1 上 1) (是 恒 司 映射 ， 
由 它 诱导 出 便 同 同 构 j ,= 1gcr.w: Ho(K, LH(K, LL). 

(i) 设 giCIKsl, zl)( Ki|,1Ls|1) 也 是 连续 映射 , 见 

《8P) p= Bs HAKI, LH Ks Ls). 

(ii 设 户 g:CIK: LI ) 了 (1Ks1,1L;1) 都 是 连续 映射 
而 且 它 们 是 同 伦 的 , 即 存在 连续 映射 , 

五 (Kx 下 x DID 一人 (Kazl,1Lz1) 满 足 Hlx,0)= 
fir), H(zx,1)= g(xz), re(l 下 |) 出 
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fp Bp:HAKI LO)~>H,(K2,L2).1 

从 此 可 以 验证 相对 同调 群 是 多 面体 偶 (1K|, 1 上 |) 的 伦 型 不 
变量 ， 

下 面 介绍 一 个 重要 的 定理 , 其 中 假设 上 是 复 形 K 的 闭 子 复 
形 , 亦 即 iL| 是 K 中 闭 子 集 ,也 称 KK 一 上 是 K 的 一 个 开 子 复 形 . 

定理 (切除 定理 ) 设 L1, 工 ; 是 K 的 两 个 闭 子 复 形 ,LUL; 
必 K, 上 人 介 LL;= 工 , 则 复 形 偶 的 包含 映射 

(EL 一 (| 1L21) 的 丧 导 同 态 

inp:H(Li, 虐 ) 一 Hop(K,L2) 是 满 同 构 . 

证 明 包含 映射 i:(|L|,1L1) 一 (| Kl,1L21) 意 味 着 i;| 荆 1| 
一 K,iiL:L 习 Lz 都 是 包含 映射 .因此 对 所 有 的 ,相应 的 链 映射 
( 仍 沿用 原来 记号 )ip: Cs(LOD 一 CCK) Cs(L) 一 CCLa) 都 是 
同 构 , 因 此 7 Cr(L 三) 一 CC 天 , 工 ) 也 是 同 构 . 我 们 在 此 说 明了 还 
是 满 射 : 设 ce* 电 C( 工 ) 是 Cx(L1) 中 的 相对 户 维 链 , 它 经 过 映 到 
cot Co(L2) 上 去 ,对 于 CG,(K, 上 2) 中 给 定 一 个 p 维 相对 链 “四 
CG,《L2), 设 ,是 它 的 一 个 代表 , 则 ce Co(K -上 2), 册 于 Li 太 KK 
-了 2 所 以 co 在 工 | 中 ;因此 c+ ClL) 是 CL,, 工 ) 中 的 pb 维 相 
对 链 , 它 通过 六 陕 到 给 定 的 相对 链 c', 旬 GC,(L2), 所 以 7 是 满 的 . 因 
此 了 是 满 同 构 , 从 此 即 知 i, 也 是 满 同 构 , 上 

注 ”如 上 述 定理 中 条 件 , 当 上 LK 一 L2, 则 KLCLz. 令 
M 是 K 一 Li 中 的 开 复 形 , 则 有 工 =K-M 和 L=LiNnL=(K 
-MNL;= KNL; 一 MNL;=L2 一 M:; 因 此 我 们 得 出 切除 定理 
的 另 一 种 形式 : 

定理 设 工 ;是 KK 的 闲 子 复 形 , 且 M 是 工 ; 的 开 子 复 形 , 则 对 
每 个 维 数 p， 
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HoAK-M,L2- MHK.L2).1 
这 定 惠 表明 在 复 形 伪 K, 工 ) 中 ,对 ,| 的 内 部 切除 一 个 子 集 ， 
其 姐 驳 同 凋 群 不 受 影响 . 


§3 复 形 偶 的 同调 序列 


设 复 形 偶 (K, 工 ) 的 最 高 维 数 是 ,与 包含 映射 1:1 工 | 一 | 下 | 
入 应 的 链 映 射 记 为 js Co( 工 ) 一 CiK), 而 与 包 全 映射 j: (| K |， 
四) 一 (|K1, | 工 | ) 相 应 的 链 映 射 记 为 商 映射 jn: Cp( KK) 一 Cs( KK， 
攻 ), 者 jtcp) ==ep+ Co( 工 ), cE Cs(K) 折 砚 定 ;因此 对 所 有 的 0< 
2 所 几 我 们 有 短 正 售 序 现 


OC LC KC, (K, LL) 0 

设 [诱导 的 诸 同 态 iv: HL) 一 (KRK); 而 ) 诱导 的 诸 同 态 
yo:Eo(K)-> Bo(K I)( 庶 js 也 称 为 限制 同 态 ) .根据 $1, 存 
在 着 连接 同 态 4, :日 (KK, 工 ) 一 H,_,( 工 ). 它 的 对 应 确定 如 下 : 

设 却 =zp+ Co(L)e ZK,L), 此 中 ze Cs(K), 
5zsieCr-i(EL).s 的 相对 同调 类 说 为 [z], 由 于 azoe 2 1( 工 ), 我 
们 令 Ap(Lz6])= [3x,], 我们 将 指 止 [3z] 与 z 的 代表 > 的 选择 
无 关 , 而 且 当 三 县 相对 达 缘 链 时 [3z] =0. 事 实 上 , 设 x'ez, 即 x 
=z+e,reC(L), Ma =azf+acaccB li( 工 ), 因 此 [az = 
上 zx] 是 甩 -1( 工 ) 中 同一 成 员 。 特 当 ze B,《KK, 工 ), 则 存在 de 
CoK) desc) 使 得 z-ad=d, 因 此 (az]= [3q']=0, 即 
HH -1 上 ) 的 零 元 案 . 因 此 人 ,是 单 同 态 。 

由 $1 的 定理 ,我 们 得 出 如 下 : 
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定义 设 K 大 nr 维 复 形 ,上 CK, 我 们 称 下 面 诸 同 调 群 各 同 
态 的 序 切 


OH LY SH OER, LH, (Le 
(LSCK SK, LH Le 


HHAK) SHEK, L)—0 
是 复 形 偶 (LK, 工 ) 的 同调 序列 

定理 复 形 偏 (K, 上 ) 的 同调 序列 是 正 合 的 . 

证 明 由 $1 的 定理 ,立即 得 出 结论 ,因为 本 定理 无 非 是 $TI 
定理 中 的 一 种 特殊 链 复 形 .注意 这 时 复 形 K 的 维 数 是 mn ,四 此 序 
列 是 有 限 的 ,我 们 在 此 再 作出 部 分 的 证 蝗 . 

图 为 单纯 复 形 的 维 数 产 世 0, 于 以 了 .0 只 后 诸 导 调解 为 灾 群 . 
现在 考察 Imj .o, 对 io(K, 世 ) 的 性 一 成 员 [zo] = [zxo+ Co(L))， 
其 中 zoe Co(K)= Zo(K). 从 而 有 jo((z0] = Colzo)) = (zo+ 
Co(L)]= [zo0], 凡 此 j.o 是 满 射 .其 次 看 ker ;,,, 由 于 KK 的 单 形 
最 高 维 数 是 ,不 存在 (” +1) 维 链 , 所 以 i.o 的 核 是 淮 链 .关于 序 
列 的 正 合 性 ,应 该 证 明 Im i, =ker j,, 1m ji ,=kera, 以 及 ImA 
=ker i, .其 中 每 一 个 等 式 成 立 须 证 明 两 个 包含 关系 , 例如 证 明 
Im .=keryv ,应 该 证 明 Im ,CCKker j, 和 xerj, 亿 Im i,. 对 其 
佘 两 个 等 式 也 同 理 加 以 证 得 .在 此 千 出 部 分 证 明 殿 参考 . 

(DIm ip 世 ker jwp: 设 ip([zs]) 是 Im i, ,的 任 一 个 成 员 , 此 
中 [zpje HH,(L). 直 于 zps2Z(L), 这 时 jpinp([xp]) = [zp tC 
全 )] = [GL)), 它 是 于 (多 , 工 ) 的 零 元 素 , 时 以 包含 关 系 成 立 . 

(iDkery ssCIm ieo: 设 [zeHrfK) 是 ker7.y 的 成 员 , 居 3 
jp(izp])=0, 表 示 j(zp)= zx+Cx(L) 是 相对 边缘 链 ,因此 存在 
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ceCnrik 区 ) 使 得 zacecCo(L). 因 为 z,。 和 ac 都 是 K 的 闭 链 ， 
所 以 z -ac 是 开 的 闭 链 而 且 落 在 C (LL) 中 ,因此 z -ace 
Zp( 工 ) .表明 zs -9c 既 是 HH,(K) 又 是 日 ,上 ) 的 成 员 ; 而 ze 与 zy 
-9c 在 K 上 是 同调 的 , 所 以 得 出 iso([s -ac)= [zx,-9c]= 
[xzp], 包含 关系 成 立 . 

fii)Im jpCkerAy: 设 jp([zp] )= [zs + Co(L)] 是 Im iso 
的 任 一 成 员 , zp€ Z,(K),9z,=0. 于 是 Ay ,sp([zp])= A [zp+ 
Cs(L)) = (93z]=0,Wh Im j., ,CkerA,. 

{iv) kerAdp Clm jp: 设 [zs] = [zp + Cp (L)) EkerA,, 则 
Ap([z,])= [3zp] =0, 亦 即 3xp 是 Hs-1( 上 ) 的 零 元 素 , 表明 存在 
ce Co( 工 ) 使 ?psp=ac. 从 9(z ~ c)=0 表明 zx -ec 是 K 的 闭 链 , 它 
是 Ho(K) 的 成 员 [z。-c) 而 且 满 足 j,,([z,-c)) = 
[zp ~ et+CAL)]= (zpt CL)] = [zh, 即 [zejsImjoo. 从 而 
包含 关 系 成 立 . 

其 余 让 读者 自 加 补足 . 

例 1 设 K= Cio( 之 2),L= Bdo", 此 中 0o" 是 维 单 形 , 计 
算 H,(K,L). 

由 于 n 之 2, 所 以 K 与 L 具 相 同 的 0 维和 1 维 链 . 因 此 Ho(KK， 
工 )=Hi(K, 工 )= 101. 对 p>1, 由 同调 序列 


四 


HRS KL SH LH, (KK) 
因为 H,1(K)=H,(K)=0, 从 上 面 序列 得 出 
H,(K, DSH,A(L). 
因为 工 与 1S”“!| 同 胚 ,所 以 
IZ, p=n; 


H,(K,L)EH, LS ) 衬 0 bE 
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例 2 设 KK 是 两 个 n 维 球面 在 一 点 相 切 的 三 角 剖 分 所 构成 
的 单纯 复 形 , 即 两 个 ( * + 1) 维 单 形 of 和 o3*! 的 边缘 复 形 ,而 
工 是 of'! 的 n 维 骨架 Bd of*1, 计 算 H,(K). 

我 们 考 虚 (K,L) 的 部 分 同调 序列 


At i J 四 
Hr(K Lr HL HK ~ 也 (天 , 工 HiL) (1) 


a 


人 


图 4-1 
如 图 4 一 1 所 示 , 这 时 的 切除 定理 有 
HH,(K, 工 ) 实 HH (Ba ca) 此 中 = 工作 地. 由 于 
Hri(K,L)=0, 而 且 从 复 形 偶 ( Bd 3*', a ) 的 部 分 同调 序列 


Ha SH, (Ba od LESH, (Bd ota) Ha),n 
>1, 两 端 都 是 平凡 的 , 因此 有 
H,( Bd ri!, a)SH,(Bd oi'')SZ. 
从 此 得 出 H,(K,L) 宇 Z. 
另 方面 ,A, :日 (K,L)>H,-i1( 上 L) 是 零 同 态 .对 n=1, 由 例 
1,Hi(Ba a3*!1,4) 空 Z. 因 为 i.o: Ho(L) 一 Ho(K) 是 同 构 ， 
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JmAi=ker is6=4d 因 此 Hi(K, 上 ) 一 HH,(L) 也 是 零 同 态 .从 此 ， 
对 n>0, 序 列 (1) 的 部 分 化 为 


OH (CL) TSH, (K) SH, (K,L) 0 
由 正 台 序列 的 汪 质 , 我 们 有 HK) 实 H,(L)@H,(K, 荆 ), 
HL 8S" Zi ,KZOZ. 

2 p=0; 
HK 0，0<p<n 或 p>n. 
定理 设 复 形 个 (KK.L) 和 (K , 工 ) 对 每 个 p, 链 群 区 短 正 合 

序列 之 问 的 诸 链 司 同 态 a, 8, y 都 是 链 映 射 .而且 下 面 图 表 中 每 个 
方块 都 是 可 交换 的 ; 


OC KY (K, L ID 
1 4 
OCAL PCR) (EK', Lr0 
出 相 率 的 下 列 同 调 序 疯 的 图 表 
HL SH ERY SH KR, LL) EH, (Ls 
| 
| 
HR) HR, LL) SH, (Le 
其 中 每 个 方块 也 是 可 交换 的 .此 中 oa, ,8,, 7, 是 诱导 同 态 ,而 人， 
人 A 是 想 应 的 巡 埃 同 态 . 

证 明 ”因为 在 链 的 层次 上 可 交换 性 质 成 立 , 对 闭 链 和 边缘 链 
也 具有 相应 的 可 交换 性 ,所 以 同调 序列 图 表 中 的 前 面 疯 个 方块 的 
交换 性 是 显明 的 . 萌 下 的 是 证 明 后 一 个 方块 的 可 交换 性 ， 

设 [eeEH,(KK、 上 ), 选 取 oo 使 得 六 (dp = es, 从 4 的 定义 ， 


团 
过 
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4([ep])= [cp- 习 ,此 中 [ep-1]eH-1(L). 现 设 e。 = 7Y(e,), 我 们 
要 证 明 A'([es])=a, [cj. 因 为 jB(dp)=Y(e,)=ep ,所 以 
Bi) 是 ee 在 六 之 下 的 拉 回 链 . 由 于 ia(csp-1)=Bi(ec,.1)= 
Bfado)=apB(d), 于 是 a(co -是 98(do) 在 :之 下 的 拉 回 链 .由 
定义 ,A《fea)= [ae(co-D 上， 

为 了 给 出 定理 中 的 同调 序列 诸 方块 的 可 交换 性 的 作用 , 先 介 
绍 下 面 的 一 个 重要 的 引 理 : 

引 理 《Steenrod 的 五 引 理 ) 对 于 给 定 的 诸 交换 群 A,, B, 和 同 态 
大 (= 12,3,4,5) 同 态 oo, 有 87 =1,2,3,4); 在 下 面 的 可 交换 图 表 

AL ®t, A 二 49。 A LAs 

计生 一 直 一 直 一 

BiB BB Bs B® Bs 
中 ,两 个 水 平 序列 是 正 合 的 ;如 果 fi, ff4, fs 都 是 同 构 , 则 户 也 
是 同 构 ， 

证 明 先 证 明 fs 是 单 射 . 设 ase A;, f(a3}=0. 我 们 必须 证 明 
a3=0. 为 此 ,从 fiar(os)= 妈 f3(a3)= (0)=0,f4 是 间 构 .所 以 
as(a3) =0, a3E ker a3~ im a2, 因此 存在 cze 4: 使 a.(a2)=a3. 然 
而 Bfo(a2)= fya2(a2) = 六 (as)=0, 所 以 户 (az)eksr B= 1m Bi, 
于 是 存在 61€ B11 使 B.(51)= f(az), 由 于 fi 是 同 构 ,存在 ale Ai 
使 fi(a1)= 和 ,这 时 有 foar(a1)= Bi(a)= 扩 (a2). 因 为 是 问 
构 , 所 以 qi(a1)= az 于 是 wa(ez)= waat(al)=0, 即 cs=0. 

以 类似 方法 验证 户 也 是 满 射 , 即 当 bae B:, 则 存在 ase A 使 
得 fs{a3) = 653. 留 给 读者 完成 其 证 明 过 程 . 上 

定理 设 h;(K, 上 L)->(K', 上 ) 是 复 形 偶 的 单纯 映射 , 则 从 
( 革 , KK) 的 正 合同 调 序列 到 ( K“, L') 的 正 合同 调 序列 的 诱导 ,是 
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一 个 同 态 , 即 下 面 图 表 每 个 方块 是 可 交换 的 ， 
rE EK, SH, (DH, KE 


| 0 


RR 


部 果 h ,HOK)>ILIKO 和 hILI>H(IL)(i=p,p 
一 了 都 是 同 构 , 则 百 .: 世 ( 攻 ,二 ) 一 IT 二) 也 是 同 构 . 
证 明 ”由 王 链 映 射 h 在 下 面 区 表 中 每 个 方块 具 可 交换 性 ， 


OC C KY CK, L) 0 


引 
OCAL OCAK CK, L')0 

天 相应 的 长 同调 序列 (1) 的 每 个 方 
块 具 可 交换 性 . 根 诡 土 面 的 斑 引 
理 , 刘 定 理 中 谱 结 论 得 到 证 明 . 上 

例 如 图 4 一 2 所 示 ,KK 是 一 
个 2 维 疼 形 ,而 工 是 正方 形 边界 为 。 ， 
底 室 间 的 子 复 形 , 柜 据 复 形 偶 的 工 】 
合同 调 序列 的 一 段 

HA(K)>HAK, L) 


Hi(L)— HK), 
因为 | 下 | 可 缩 .所 以 Hi(K)= 101 图 472 

下 zx 区 = 1 人 所 Hi(L) 是 由 1 维 链 s+ ss+ 53+34 生 成 的 
汉服 巡 回 舒 ;因此 Ha( KK,L) 宕 HI(L) 实 2 
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$4 Mayer 一 Vietoris 序列 


我 们 在 这 一 节 介绍 的 Mayer- Vietoris 序列 , 它 显示 殉 复 形 的 
并 与 交 的 同调 群 之 间 的 关系 . 发 K 是 两 个 六 子 复 形 K, 与 K; 的 
并 ,而 且 交 Ki 门 K 是 非 空子 复 形 , 下 而 的 序列 就 是 所 谓 Mayer 一 
Vietoris 序列 


日 


HRIU RH,(KIN KH, (KIOH,K;) 


HKIU Ka 

首先 说 明 诸 链 群 的 映射 j, s 和 v 的 定义 : 令 ; 是 Co( KN Ks) 
到 直 和 CG,(K1) 四 Cs(KK3) 的 锋 映 射 , 定 久 为 op) = (cp, 一 6), cpt 
cfKEimE). 氏 此 7 是 CoCKiNN Ks) 到 C,(K;) 的 内 射 以 及 到 C， 
(Kz) 的 负 内 射 ,i 诱导 出 厂 (Ki 个 KR) 到 日 《Ki) 名 HL,( K3) 的 同 态 
jp- 注 意 到 当 j 是 到 内 的 同 构 ,但 ,不 一 定 是 司 构 . 

其 次 , C,( KR) 四 HL Ki) 到 Ci(K)UEK2) 的 链 映射 "是 

scorep Y= ep top, cre Cp (KY: =1,2). 

链 上 映射 ;诱导 出 下 (有 四 下 (Ka 到 H, (KLUK;) 的 同 态 s.，、 
这 时 HH,(K1) 甸 HL,(K3) 的 非 零 元 过 可 能 映 为 HCK1U K2) 的 零 
元 察 ,这 是 因为 当 一 个 在 K,(:=[ 或 2) 的 际 链 不 是 边 绿 链 , 而 在 
Kj UK; 可 能 是 边缘 链 ， 

最 后 说 明 wm ,的 移 作 , 没 ceCo(KIUKa)， 这 殖 涵 着 它 可 写 
为 c= 十 cp, cp ECs(RKR) (=1,2), 而 这 些 链 cw 只 由 模 K， 
门 K; 所 决定 , 意思 是 当 cp1 一! = co? 一 如 ?= dp, 比 dd 是 Kn 
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K; 中 的 p 维 链 , Ky ECs(K, 一 KN RO cs! + ce, = kt + RR. 
这 理 洱 着 CCKIU KR2,K. 站 RI) 与 Ci(KI, KM KDC (K;, 
KK. 们 KK1) 同 构 . 现 设 zp€ Zp (KIU Ki),ibD xp = zo! + ep’, zp'E 
Zp(K,) [i=1,2) 医 北 欠 3zp!+6zpy=0 得 出 9z51= -zi 左右 
方 两 个 链 记 属 于 Z。， :Ki 门 K2). 忆 于 zs! 由 模 CtK1 人 nnK) 所 决 
定 ,因此 闭 链 3z,' 由 模 B,- (Ki 门 K2) 半 决定 ,因此 可 以 直接 外 
(zp)= 3zo 中 决定 之 . 当 在 K= KU RK; 上 ,xp ~ xp, 则 在 
KI 们 KK; 上 ,3z, ~ 了 9z'. 这 是 由 于 当 zp -zp =31p44, 记 1541= 
tort fortss Zp = zol + cpl, zp = zp lr 因此 zj! -z= 
zp 1+ zo 一 3th-1+0 忆 |. 于 是 有 关系 式 

zp 其 中 和 
地 是 天 :站 KK 中 的 5 维 链 . 这 表明 z, ~ zy 斑 涵 着 在 KN 站 Ki 上， 
3z,: 一 3x。 .因此 对 应 w: 是 完全 确定 的 .此 外 ,容易 验证 * ,是 局 


par : 
1 


定理 ”Mayer- Vietoris 序列 是 正 全 的. 

证 明 我 们 必须 证 明 : (i)ker s。= Im Js ii)ker v= 
Tm ss, liD)ker js =1mv,. 

中 设 dje Co( KIU Kj(d) = (dp, -dy), 于 是 (qd, 
-dp)=d, 一 d=0, 医 此 j(4p)eker 5s ,从 障 有 [mj ,过 ker s、， 
另 一 方面 , 设 (cp ,cp )eE CLKI)BC (KD) 满足 sic! ep7) = en 
Feo?=0. 则 cp!= ey .由 于 creC(K)(i=1,2), 半 洲 c'(i= 
1,2) 只 能 在 Ki 门 K; 中 , 从 此 有 jcol = (cpl, cpt)= (cy!, 
ch) .因此 ker CIm j， 证 明了 keri, =lmy， 

( 浊 设 (zp1, zs) 是 再 (民力 本 (KE 中 一 个 成 员 的 代表 . 则 
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s(xp'y xp) = zpl + zsp 是 KIU KR 上 的 闭 链 .根据 定义 ， 
Du (zpl + zpn)= [9zp1 .然而 zp'e Zp(KK1), 所 以 在 Ki 上 上 ,93zp! 
=0. 在 KR 上 ,3zpi= -azo2=0, 因 此 在 开门 Ks 上 ,xs =0 也 
成 立 .这 表明 Im s ,CCker w。 .反之 , 设 xz 表示 RU K: 上 的 闭 链 
满足 w.([zo])= 0, 根 据 定 义 ,我 们 有 分 解 式 z = zj! + zp?, 其 中 
zp'ERKi(t=1,2), 使 得 wo([zo])=us([zol+zo3])= [3z0!) ,由 
于 9zp =0,9zpl+ 9x, 二 0 或 9z,! = 一 93x。?, 由 假定 ,在 KK 上 
有 一 个 链 , 它 是 x,! 和 zp? 两 者 的 边缘 .这 表明 zy 与 x。 ?分别 是 
KK! 和 K; 上 的 闭 链 . 因此 (zs!, xp 代表 有 H,(K1)@@H,(K,) 的 某 
个 成 员 , 即 s{ xp', zn?) = zol+ xzpz= ao- 因 而 有 ker v .CIm s,. 

(ii) 设 z* 是 民 , 首 KK, 上 的 闭 链 使 得 j(z,) 同 调 守 零 , 即 在 KK 
和 > 上 都 有 x 一 0. 于 是 在 K 和 K, 上 分 别 存在 p+1 维 链 
zp+t1 和 zp+2? 使 得 zx，=9cp411'=9cp+L. 现 在 考察 KiUKs 上 的 
链 zpy1 = cpr 一 cp+1, 显然 它 是 KR,U Ks 上 的 闭 链 . 于 是 
vs(fzosD)=av(fcorut+rcere)= [96711 = [zol 证 明了 
kerj .CIm uv, .反之 , 设 z 是 同调 成 员 v,((xp411)) 的 一 个 代 
表 , 假 设 zp 4.= zprtt + zp, 则 z=9zprtt+9dpri, 此 中 dp41 
ECprt(KiNN KR,). 由 于 3zp41 9zp+1! +9zp41 = 二 0, 我 们 有 
azpril= -azpi1. 因 此 也 有 zs= -3zpr2+acdss 此 中 9dp+ 忆 
也 是 KL 门 K, 中 的 链 . 因 此 x =3(xp41'+ dosi) 在 下 上 同调 于 
零 , 而 且 z, =a(-zor2+dori) 在 上 同调 于 零 , 这 给 涵 着 
j(zp) = (xp，- %) 同 调 于 零 , 因 此 Im v ,Ckerj,. 1 

例 利用 Mayer- Vietoris 序列 证 明 S” 的 诸 同 调 群 为 

2Z, p=0,n(A0); 


H,(S")= 
5") 0， 力 天 0m 
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证 明 设 Xi=jz=-(tzo myrsSolzo> 一 二 


X= lz (zo eS" lz < 
则 S" 二 XIU Xs, 而 Xi 门 X, 与 S" 1! 向 伦 等 价 , X 与 X 都 与 单 
点 室 间 间 伦 等 价 .四 此 有 
1Z，p=0 ~ a 
mews| p20 (112), Ho( XN X SEH,S" ). 
人 当 =0, 则 S" 为 两 个 单 点 ,因此 


,ZBZ, p=0 
Hts) | pA0 

(i) 当 w=1,p=1 时 ;考察 Mayer 一 Vitoris 部 分 序列 
HI(XUOH (Xi) > HS) HXIN Kh XID E,) 
或 即 0 一 "HI(SD) 一 "2@Z 一 "ZOZ 
由 于 Ho(X, 站 XX;) 宇 Z 也 2Z 的 两 个 母 元 素 在 j, 之 下 的 像 都 是 
Ho(X,) 的 母 元 素 ,因此 对 (4, p)e ZZ, i (a,p)= (4 十 ps 1 二 
2). 人 mv, =kerj, =[(4, —A)e ZOZ]Z. 因此 从 ker v， 
=Im s。=0 得 出 。, 是 单 同 态 ,因此 Hi(S') 衬 Z， 

对 p>1, 从 部 分 序列 


HAND EE SH KN, BH, .0%) 


这 时 化 为 0 一 “HH(S 中 一 >0 一 >0, 因此 Hs(S') =0. 

(i 让 当 n>1. 利 用 归纳 法 ,假设 结论 对 wn -1 成 立 ,考虑 S" 的 
情况 ， 

当 p=1, 考察 部 分 序列 
HXIOH (XI HS HX NN) (XDAX,) 
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这 时 化 为 0 一 >Hi( S) 一 ZZ 二 ZZ, 因为 Hol XIN Xi) 二 
Z 的 母 元 素 在 j ,之 下 的 像 是 Hol X;) 的 母 元 素 ,因此 并 XE ZZ， 
je (A)=(4,2), 失 而 有 ]m wv, =ker j 了 ,=0, 信 ker v=lms,= 
中 所 以 ECS?) =0. 

对 p>>1, 考察 部 分 序列 

BVIDH RE NG) NO 
HX) 


或 由 0 一 "HC(S") 一 > 和,_1(S" 0- 一 -0, 所 以 
H,(S™)EH,. (Ss" 1). 
, Z, p=0,n-1 
泥 sD 
要 各 归纳 信 设 , 世 -is 一， 全 | pe 


| 2 ps 
因此 得 出 ms) A 


例 作为 Mayer 一 Vietoris 序列 的 一 个 座 用 .验证 
HA(S)Z (n>1) 

证 明 车 n+1 维 欧 氏 空间 R"*! 中 的 +1 个 点 (0,0,…， 
0 (10 ,0),…(0,…,0,1,0) 决定 超 平面 xz, ,1=0 上 一 个 
维 单 形 m, om 的 边缘 复 形 是 S”! 的 一 个 三 角 部 分 , 设 v- = (0， 
0 1),v- 一 (0,…,0, -1) 我 全 构 作 五 个 锥 页 复 形 K, = 
w+S" 1! 和 Ky=v-S” 1, 这 时 Ki 站 Ks= S” 1!. 建 立 相应 的 Ma- 
yer 一 Vieteris 序列 


~H, (KDBDH LR) H, (SH,. (KN EK) 


HA KN)EBH, (ED) 
由 于 Ki 与 Ks 的 局 调 群 是 平凡 的 , 轴 此 对 x>1, 我 们 有 洪 辣 构 u，『 
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习 题 


1. 证 明 下 列 在 关 正 合 序 列 的 一 些 基本 性 质 (其 中 诸 英 文字 母 
表 去 交换 匀 ,0 表示 平凡 群 .》 
(和 4 -AQ 是 正人 的 , 当 且 仅 当 9 是 满 同 态 ; 
《i “0-Ai 一 4A; 是 正 令 的 , 当 且 仅 当 9 是 单 同 态 : 
Gi 0 一 A1 一 A 一 A 一 0 是正 合 的 , 则 As/ pg(AW) 
经 过 y 诱导 的 与 A; 是 抬 构 的 ; 
(Gv)】 没 序列 41 下 -As 一 mAs -人 -44 起 合 , 则 下 列 诸 
命题 等 当 :(1)a 是 满 同 态 , (2) 有 是 单间 态 ,(3)9 是 零 间 态 . 
(WY 设 序列 A1 一 -as 一 AAA 一人 -As 正 合 , 则 诱导 序 
列 
0-"ooker a> 和 Ay*ker Bp”0 是 正 合 的 ;此 中 ooker <= Az/ al 有 1), 
2. 如 果 短 正 合 序 列 0 一 Al ~?>As -40 中 ,Pp(AI) 是 
As 的 一 个 直接 加 项 , 则 称 该 宇 列 是 分 裂 的 , 于 是 该 序列 化 为 0 一 


Ap(A) 四 B -A>0, 其 中 p 是 A 与 (41) 的 同 构 ,而 
4 是 互 到 4 的 一 个 同 构 . 证 明 下 列 濡 条 件 是 等 价 的 : (1) 序 列 是 
分 净 的 ;(2) 有 一 个 同 态 pi 42 一 Al 使 pr9 = ii(3) 有 一 个 同 态 
并 及 下 六合 ji 

3. 证 明 §1 的 定理 中 ,长 尺 调 序列 (8) 是 正 合 的 ， 

4. 证 明 $1 的 命题 . 

5. 验证 82 开头 所 定义 的 了 满 正 5。 15, =0. 
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工 ) 一 HH,(K2, 上 2) 是 


:证明 复 形 偶 (K, 工 ) 的 
“ 证明 :在 五 引 理 中 , 当 有 , 所, f4, fs 是 同 构 , 则 户 是 满 射 . 


. 设 六 (Ki IE 一 (IEKz |Lz|) 是 连续 的 ,证 明 了 。; 


同 态 . 


. 证 明 $2 的 命题 中 诸 性 质 (一 (ii). 


同调 序列 的 正 合 性 中 ,ImA=ker i ，. 


$1 奇异 同调 群 


第 三 章 所 引进 的 单纯 同调 群 的 概念 , 仅 对 可 剖 分 空间 有 意义 . 
本 节 介 绍 的 奇异 同调 群 ,对 任意 的 拓扑 空间 都 有 意义 , 而 且 它 的 拓 
扑 不 变性 则 是 很 显然 的 .对 可 谢 分 空间 而 言 , 则 它 的 两 种 同调 群 是 
同 构 的 .为 避免 繁 元 , 我 们 不 给 出 它 的 证 明 ， 

定义 设 R"'' 为 n+1 维 欧 氏 空间 ,其 坐标 向 量 的 顺序 分 别 
记 为 eo, el yew 则 点 集 
A le Cro rn, 1) ER r= Dre x0, Hn =1, 
0<in| 称 为 R"*! 中 的 标准 x 维 单 形 ;其 中 e, 是 第 i 个 坐标 为 
1, 而 其 余 坐标 为 零 的 点 , A, 的 子 集 A, (i) 表 示 A, 中 第 i 个 坐标 
为 0 的 点 集 ; 即 A,(i) =1xreAho|zi=01 称 为 A, 的 第 ; 个 面 或 第 i 
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个 顶点 所 对 的 面 . 映 系 di :4。- ,一 A。 由 

AT D=(ToyT 
所 确定 者 , 称 为 第 i 个 包含 映射 ,因此 第 ; 个 包含 映射 是 将 标 
准 = 一 1 维 单 形 4, -线性 同 是 地 映 为 标准 ” 维 单 形 4。 的 第 i 个 
面 ,z, 也 称 为 第 ; 个 面 算 子 . 

引 理 1 对 下 充 渚 包含 决 射 


a 出 
A, 
， Jj<D 
a a 
A A As 
则 有 aa;= ea 


证 明 读者 自 加 验证 .1 

定义 设 关 为 任意 的 拓 丰 空间 , 则 任意 的 连续 映射 "; A, 一 
X(n 之 由 称 为 xX 中 的 一 个 奇异 = 维 单 形 .X 中 所 有 的 奇 呈 4 维 单 
形 的 集合 记 为 S,《 XX) ,对 n>0 且 0<i 才 nn, 复 合 映射 57 = ed: 
4w-1X 是 奇异 (za 一 1) 维 单 形 , 称 为 奇异 x 单 形 :" 的 第 i 个 面 . 


集 全 S(X) = US,(X) 以 及 庄 S,(X) 上 的 而 算 子 族 j 2 0< ii 


nn! 一 起 , 称 为 X 的 奇异 复 形 . 
这 里 要 介绍 R" "中 一 种 特殊 的 奇异 n 维 癌 形 . 设 ao,a1,…， 
an 是 R"*'! 中 的 有 序 点 列 , 则 上 映射 1;:4, 一 RR"! 定义 为 :对 (40,…， 


ha)e ao 在 之 下 的 对 应 元 素 为 1(ao,…，ao) = 六 haieRRr 1， 它 


把 顶点 e, 英 为 <;, 称 为 线性 奇异 = 维 单 形 . 当 值 域 R**! 挨 为 一 般 
拓扑 空 六 ,定义 仍然 有 效 .对 于 线性 奇异 户 单 形 开 ao ar》 则 


二 :Ar 11(aos "Qj"…ap) ,其 中 A 号 表示 去 掉 所 篆 的 一 点 
定义 “拓扑 空间 X 上 的 一 个 奇异 [之 0) 维 锋 c， 是 整 系数 的 
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有 限 个 奇异 P 准 单 形 的 线 履 组 合 .形式 上 可 写 为 = 忆 
zZ. 此 中 st 是 p 维 奇 异 单 形 . 

一 个 奇异 p 维 链 也 可 看 为 一 个 函数 cp: Se(X) 一 和 它 除 了 对 
有 限 个 奇异 p 维 单 形 *stLi = 1 ,7 ) 取 全 分 别 为 gi Z 外 ,对 其 
余 奇 异 单 形 均 取 零 什 ， 


在 向 德 数 诱导 的 点 态 加 法 运算 之 下 , 设 oo 一 g; 人 


8 网 定义 5 与 co 的 和 为 co + co = 车 (gt) 0 大 
上 全 体育 蜡 > 维 链 1c, i; 痢 起 一 个 加 流 群 C， CX), 它 称 为 X 的 奇异 
所 维 链 群 
引 理 2 设 "是 X 中 的 褒 异 n(>1) 维 单 形 , 则 
GE 
此 中 吕 ;表示 奇异 (wn ~ 1) 维 单 形 :7 的 第 j 个 面 . 
证 明 由 引 理 1 = 
定义 对 一 个 只 由 一 个 奇异 pp 单 形 构 或 的 基本 奇 器 上 维 链 g 
开 (p 实 1), 定 义 边 绿 算 子 9 为 
a(g st) = —1)'g st, 
通过 线性 扩充 为 奇异 链 群 Cif 玉 ?到 C。,( 久 ) 的 亲 态 , 记 为 9,, 该 
映射 ? 称 为 奇异 ” 维 边 缘 同 态 , 即 
CAN) C1 (KX). 
对 每 个 末 异 军 维 链 ， 定义 它 的 边 绿 为 零 ， 
定理 在 空间 四 中 ,下 列 运算 的 合成 
CX), x) C, 2(X), 
师 3 ia， Co KIC 2 X) (p>2) 
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是 平凡 同 态 , 亦 即 3 -ay = 0 

证 明 只 须 对 一 个 基本 奇异 p 维 链 g ”证明 满足 9， -19。 
(sw) =0 即 可 .而 任 一 奇异 户 维 链 乃 基本 链 的 线性 组 合 ， 
dp (8) OD) = DE- lyg,) 


ER _ 
CD Ed Dt ,DE 


= 
将 最 后 一 行 第 一 个 和 式 中 ; - 1 换 为 jj 换 为 i, 邮 两 个 和 式 抵消 . 1 

定义 ”对 空间 X 和 整数 p>0, 奇 异 p 维 链 zs 满足 9,z? = 0， 
则 称 z, 是 六 上 的 一 个 奇异 户 维 闭 链 .奇异 pp 维 闭 链 的 集合 是 同 
态 3。: Cp(X) 习 Cp( 久 ) 的 核 , 它 是 C, (XX) 的 子 解 , 称 为 外 的 奇异 p 
维 闭 链 群 , 记 为 Z, (X). 定义 奇异 零 维 闭 链 为 奇异 零 链 , 因此 
Zo(X) = Co(X). 当 p 实 0, 对 奇异 pp 维 链 5,, 如果 存 在 奇异 ( 户 + 
全 维 链 c ,1 使 得 ai(cysi) = bs, 则 称 六 是 一 个 奇异 p 维 边缘 
链 . 奇 异 请 维 边缘 链 的 集合 是 同 态 3 +1: Cp+1(X) 一 Co(X) 的 像 ， 
而 且 从 引 理 2, 它 还 是 Z,(X) 的 子 群 , 称 为 奇异 户 维 边 缘 链 群 , 记 
为 Bi(X) (z30). 商 群 日 ,(X) = ZlX)/B,(X) 称 为 X 的 奇异 
2 维 同调 群 . 

定义 ”对 拓扑 空间 多 与 Y 以 及 连续 映射 f:X 一 了, 设 2*€ 
So(X), 则 合成 映射 Asee Se(Y) ,因此 了 诱导 出 一 个 同 态 户 :Cr 


(2 一 Ci(Y) 定 义 为 对 电 6 re Co(X), (5) = 避 g 


(Cs2)， 访 称 为 了 诱导 的 户 维 链 映射 ， 
引 理 3 下 列 萎 表 是 可 交换 的 
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CCX) 一 全 Co( 了 ) 
霜 把 ， 
Co (KIELC, AY) 
即 -it 户 = 户 -tr 
证 明 ”只 须 对 任 一 基本 奇异 记 维 链 g se CCX) 加 以 证 明 即 
可 .事实 上 ， 


dof gs gap ol) gS 1 (fy), 
= gH) -gD (ed) 


= Des= pe) 

根据 上 述 引 理 3, 链 狗 射 户 (>0) 与 边缘 同 态 可 交换 .从 此 得 知 
万 路 飞 的 奇异 户 纵 闭 链 陵 到 Y 的 奇异 p 维 朵 链 ,而 且 f。 把 六 的 厅 
蜡 p 维 边 综 链 映 为 Y 的 奇异 p 维 边 综 链 ,从 此 广 诱导 出 X 的 奇 关 
2 准 同 调 群 与 的 奇异 p 综 同 调 妖 的 诱导 同 杰 fp: 日,(X) 一 日 
(让), 它 定 文 为 .psp + BXD)= f(z) + BC s+B(X)e 
LX). 

定理 设 i;X 一 X 是 恒 同 映射 ,网 1，,: ,(X) 一 (六) 是 昼 
同 大 ; 设 f:X 一 了 g:Y 一 Z 都 是 连续 映射 , 则 (5 站， soef os 
HX)>H,(2). 

证 明 ”在 链 的 层次 上 ,ifs) = sr, 而 和 且 (g* ss) = 如 (AP ) 
一 已 * 户 (的 对 一 车 we Cy(X) 成 立 . 因 为 je, 万 , 5 者 是 链 映 射 ,因此 
它们 的 诱导 同 态 iv, 7, ,gs 满足 定理 的 结论 - 上 

推论 设 上 :X~ 世 是 同 是 , 刚 关 ,是 同 构 .有 

从 此 看 出 奇异 同调 群 的 括 扑 不 变性 是 很 简单 的 结论 ,对 二 单纯 同 


TT 
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调 群 ,其 拓 补 不 变 懂 的 证 明 则 相当 繁 元 .下面 介 绍 尘 殊 的 空间 的 奇异 
同调 群 ,对 于 一 般 镍 扑 空间 的 奇异 同调 群 的 计算 , 则 须 引进 其 他 概念， 
本 书 不 再 加 以 讨论 . 

命题 设 |Xi。e rn 是 空间 疼 鸭 道路 连通 分 支 的 集体 , 则 所 (XX} 
兰 合 乓 ( 瑟 ), p>0; 其 中 四 表示 直 和 运算 - 

证 明 因为 标准 单 形 As 是 道路 连通 的 , 对 任意 的 奇异 p 维 单 形 
对 Ap 一 了 ,因为 # 连续 , 所 以 像 (a) 在 牙 中 必定 是 道路 连 酒 区 ,因此 
它 落 在 义 的 某 个 道路 连通 分 支 马 中 ,而 且 部 的 面 s*= si 与 加 是 同 
一 个 道路 连 首 分支 X, 中 的 奇异 单 形 ;因此 (X= 胃 2p(26), Bo(X) 
= 司 B,(X。), 而 且 南 于 B( 各 YCZ,LX,)(ae 古 ), 根 据 交换 群 的 有 关 合 


题 , 则 有 (XO)=Z( XY BX)SB (ZR YB NX)) = BH (NEY. 
1 
对 于 奇异 零 维 链 , 它 必定 是 奇异 闭 链 . 当 奇异 零 维 链 co 一 0， 


唱 存在 奇异 1 维 链 c: = Ea 人 ste CI(X), 使 得 01c1 = co, 亦 旭 ec 
= 亲 区 960050 而 每 个 (如 的 达 红 340 51 = oh -10 = sd 
一 ld, 其 中 sad; 关 是 奇异 地 瞧 单 东 它们 的 亲 玫 和 等于 尝 
因 些 , 当 co= atcu 即 当 零 维 链 是 边缘 链 , 则 系数 之 和 必 为 零 , 从 此 
引出 下 面 的 概念 ; 

eo 


定义 同 态 e:Co(X) 一 Z 定义 为 ,对 co= 六 gi os eco= 
e( 六 go = 号 5 ,我 们 称 s 为 奇异 增 广 同 态 - 
因此 我 人 有 增 广 的 甸 群 同志 序列 … 一 C1(X) >Co(X} 
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一 Zz. 我 们 定义 、 所 (XX) = ker e/Im 31 为 约 化 奇异 零 维 同调 群 . 
显然 ,对 p>0， Bn (X) = ker 9p/Im 30+1= H,(X)= 2Z,(X)/B, 
(X). 

注 上述 的 增 广 同 态 和 约 化 同调 群 的 概念 在 单纯 同调 论 中 同 
样 可 以 引进 . 

定理 设 和 是 道路 连通 的 , 则 Bo( XX) = kere. 

证 明 从 定义 ,显然 有 Bo( XX)Ckere, 当 久 是 道路 连通 的 , 设 
coEkere, 则 当 co= Sp’s 5 gE Zs 而 且 马 0. 于 是 对 每 个 i， 
存在 入 中 的 一 个 奇异 1 维 单 形 c; 1 使 得 ac =5 一 (50. 因 此 co 一 


ot a dea) = ent Bale -m0) = De + Ses - 


号 gs9, 前 后 两 项 消去 ,中 间 一 项 由 条 件 容 g; =0 亦 为 零 , 因而 
一 0, 即 cos Bo(X), 从 此 Bo( X)= kere. 


从 定理 , 当 X 道路 连通, 则 Ho(X) =ker ef/Im al = Bo(X)/ 


Bo(X) =0. 从 CI(X) -Co(X)--Z ,由 于 上 是 满 射 ,根据 交换 
群 的 同 态 基本 定理 , Ho(X)= Zo(X)/Bo(X)= Co(K)/kere = 
Ime 宇 ZzZ. 1 

定义 ”当空 间 X 的 各 维 约 化 奇异 同调 群 为 零 , 即 昌 ;CX) =0 
(p 实 0), 则 称 X 是 零 调 的 . 

定理 设 1X,|ser 是 空间 XX 的 道路 连通 分 支 的 集体 ; 则 
(和 ) 是 一 个 自由 交换 群 , 它 的 基 的 个 数 是 荆 . 

证 明 对 每 个 we 卫 . 设 s," 是 一 个 奇异 零 维 单 形 , 它 的 像 在 
X。 中 ,而 s* 蚌 xX 的 任 一 个 奇异 零 维 单 形 , 则 有 一 条 从 只 到 se? 


一 一 
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的 道路 f: [0, 1] 一 X, 忌 .于 是 是 奇异 1 维 链 清 足 3 太 = ze" 一 
s. 因 此 生 上 人 尾 一 条 奇异 零 维 链 必 同调 于 允 gor? 的 链 ,其 中 ge 
Z,s0esScfX) .我们 要 指出 , 不 存在 奇异 维 链 c!, 使 得 它 的 按 缘 取 
形式 3c!= Ogee 这 是 因为 c! 的 每 个 奇异 1 维 单 形 是 一 条 道路 ， 


它 的 像 必 落 在 某 个 道路 连通 分 支 ,中 ,因此 c= 忌 co ,此 中 cot 
由 X。 新 承载 ;所 以 3c。! 也 落 在 X 中 , 从 而 对 每 个 a, 如 果 gs = 
ac 两 边 取 同 态 e, 因 为 e《3cs1) = 0, 从 而 得 出 g。=0. 医 此 
HolX) 同 构 于 由 1 scer 为 基 所 构成 的 自由 交换 群 , 即 


Hui x) 二 Bz.! 
定理 ” 设 Pi 是 单 点 空间 , 则 
IZ, p=0 
Hol PE), pO 
证 明 对 pb 之 0, s+:4, 一 1Pol 兵 有 堆 一 的 常 值 映射 e。, 因 此 
对 一 切 正 整数 a, S。( Po 是 fs"| = 1es,1 生成 的 自白 群 , 它 与 Z 同 


， 。 0， 当 nn 是 奇数 或 零 
鹤 WD 当 ， 是 偶数 :于 


n>0,2, (Po)= Bot Po), 所 以 H,(Po)=0tn >0). 而 Zo(Po)= 
S,(P)SZ, Bo( Po) = 0, 所 以 Ho(P)SZ.E 

在 第 三 章 $2 曾 计算 复 形 K 上 的 锥 形 vK 的 同调 妖 , 硅 此 也 
有 相应 的 结论 ,为 此 先 引进 一 个 概念 . 

一 个 集合 ACX, 满足 条 件 : ve 和 4 如果 对 及 中 任 一 点 x 关 v， 
则 工 到 =” 的 线段 包含 在 4 中 , 刚 称 4 相对 于 点 v 是 星 形 凸 的 . 

现 设 X 相对 于 we 和 是 星 形 凸 的 ,s: 4 一 夺 是 拓扑 空间 并 
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的 一 个 奇异 p 维 单 形 , 定义 一 个 奇异 (p +1) 维 单 形 [5*, wj: Ap+1 
一 X, 它 满足 下 述 条 件 : 当 xe 4A, 则 [s?,v] 将 x 到 R" 中 第 p+1 
个 坐标 向 量 cp+te 人 A,+ 1 的 线段 线性 地 映 满 具 s(xz) 到 v 的 线段 ， 
以 这 样 的 定义 线性 地 扩充 到 任意 p 维 链 , 即 对 co = De Ys? 是 X 
中 一 个 奇异 p 维 链 , 令 [co, v0】 = Dg; 43st,w] .从 此 可 知 有 映 射 
[st,w] 1s,ce, ,= 加 , 当 洲 是 线性 奇异 单 形 必 a0…a,) 时 , 则 [s?。 
中 为 线性 奇异 (p+ 1) 维 单 形 1(ao…asv). 我 们 还 须 验证 映射 
[s?,v] 的 连续 性 ,为 此 ,定义 :ApXI>Aprt 为 x(x,1)=(1- 
x+teprts 此 中 xeE hp,teEl.eptri 为 R" 中 第 (p+1) 个 坐标 向 
景 的 端点 , 则 x 将 A XI 陕 为 e, ,1, 而 其 余 的 处 处 是 一 对 一 的 .x 
是 商 映 射 , 它 诱导 出 一 个 从 4, ,1 到 X 的 连续 映射 , 将 线段 zx 了 
线性 地 映 为 z 到 ce, :1 的 线段 上 去 .然而 映射 f(x,1) = (1 一 1)st+ 
tv 是 连 续 的 , 它 在 A, x 1 上 取 常 值 v, 而 将 x X 1(xe s*) 线 性 地 
映 为 从 ss(x) 到 的 线段 上 .因此 这 个 了 诱导 出 的 映射 即 原来 定 
义 的 Ap+1 一 XX 的 奇异 单 形 [s*,v] .证 明了 [s*,wv] 是 连续 的 . 

引 理 设 X 相对 于 weX 是 星 形 凸 的 , co 是 和 的 一 个 奇异 户 
维 链 , 则 


[ec oo]+(-1)2+rtcp， p>0 
D[ece ou] = 
Alet, v) fe p=0 (1) 
式 中 so 是 将 A 映 为 点 v 的 特殊 奇异 零 维 单 形 . 
证 明 当 p=0, 则 对 奇异 零 维 单 形 5?9,(s", vw] 将 A 线性 地 映 
为 ;9(Ao) 到 vw 的 线段 .因此 afso,v] = ss0. 对 c9= Das, 则 


[eo,v] = gs — gs =e( 0) sd cn, 式 (1) 的 第 二 式 成 立 ， 
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对 p>0, 图 5-1 表 示 直 观 上 p=1 时 式 (1) 的 第 一 式 成 立 . 


v 


"AD i se{D) 


Bi = (Bh wi Fa 


从 3 的 定义 ， 

3, 0] = (100s, 0) a, (2) 
其 中 局 :ap 一 Ar 定义 为 二 (xzorzo) =(zo 玉 -0 asp， 
式 (2) 中 由 ,是 ay 到 A441 的 内 射 .而 (sr, 已 限 制 在 ay 上 等 于 


世 , 因 此 式 (2) 最 后 一 项 等 于 (一 1)?*1s?. 对 于 j< p+1 的 情况 , 纪 
同 胚 地 将 Ar 上 映 为 4, ,1 的 第 j 个 面 去 , 它 分 别 把 坐标 向 量 eo, …， 
ep 映 到 e0,…, ej-1, ej+1,…, ep+1 去 .因此 4i1s, ,将 A。- (线性 地 
映 到 由 eo,…, eu e+1,，…, es 所 张 成 的 单 形 上 去 .因此 4 a 
=sh(eo*B-…ep). 对 xE Ap-1, 因 为 忆 : 4 一 4A,+ 1 是 线性 映射 ， 
它 把 x 到 es 的 线段 映 为 从 d(x) 到 e+ 的 线段 .由 于 d(x)e A,， 
[s?,v] :4p+1 一 芳 又 将 该 线段 映 为 std,(xz) 到 vw 的 线段 .因此 
{sv d= [se(d 1a- 1), v0, 从 而 
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. 介 烧 产 闪 尝 引 沦 
一 一 一 一 
0 pd le, 
= 


,2] 
(lA 


a 


Dv) te ls 
= [3 vw] +(~ Dr 1 
是 零 调 的 


定理 设 久 相对 于 一 点 x 是 星 形 凸 的 , 则 古奇 异同 调 中 
证 明 当 户 >0, 设 zeZx(X), 由 引 悍 ， 


alz, vy)= (9, 0) + (1) l=- 1) 
表示 < 是 某 个 (2+1) 维 链 [z, 可 的 边缘 ,因此 Ep(XY=0 
引 理 ,3[c", vw] = ete)st -c= 


=0, 设 中 是 XX 中 任 一 专 维 链 而 且 漠 是 eto) = 0. 根 据 
边缘 ,所 以 Hi(X)=0.1 


"%, 困 此 c' 是 一 维 链 [co, v] 的 
击 于 任意 单 形 对 其 中 尾 一 点 部 是 星 形 凸 的 


推论 ”在 奇异 同调 中 , 任意 单 形 都 是 零 调 的 . 4 


我 们 得 到 
从 第 三 章 及 太 章 在 前 面 介绍 的 内 容 , 不 玲 看 出 单纯 同调 群 和 
结论 .我 们 有 下 面 的 概念 
定义 设 1C4oez 是 一 族 交 换 群 , 1a，; 
足 a* 


而 噶 同 调解， 持 别 是 在 它们 的 代数 后 构 方面 ,有 许多 类 似 的 概念 和 


下 


Co 一 Co-.1zEZ 是 一 
ap:t=g:, 则 它们 组 成 的 集体 C= 1C6,3,|bez 称 
为 一 个 链 复 形 . 
这 时 C, 称 为 链 复 形 的 pp - 敌 群 ,而 ker 3, = Zs(C) 及 Im 
90+1= Bo( 亿 ) 分 神 称 为 链 复 形 C 的 p- 闭 链 群 和 p -边缘 链 群 ， 
由 于 3,23。+1=0, 因 此 可 定义 商 群 ker au/im 9341 一 


Z, (CWB, 
(C)= 及,(C), 它 称 为 链 复 形 C 的 p ~ 辕 调 群 ;其 成 员 称 为 链 复 形 
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忆 的 -同调 类 . 

例 设 KK 为 单纯 复 形 , 则 1C,(K),3,1sez 是 一 个 链 复 形 ， 
称 为 单纯 链 复 形 , 它 所 导出 的 同调 群 HH, (KK) 称 为 p -单纯 厨 证 
说 

设 义 为 砂 扑 空间 , 则 }C,(X),3%,{ 此 中 Co(X) 表 示 XX 上 的 奇 
异 p 维 链 群 , 它 也 是 一 个 链 复 形 , 称 为 奇异 链 复 形 ;相应 的 Br(X) 
称 为 p - 奇 哇 同 词 群 ， 

例 设立 为 拓扑 空间 , 令 


~ CelR), p20 ~ [93,, pA0 
Gea- ? 四 
Zz ， 四 = 一 | 5 p=0 


此 中 :Co(X) 一 Z 是 增 广 辐 容 , CT(X) = 志和 5 = 上 是 从 序列 
CN) 一 Cal 下 ) 再 形式 地 洪 加 上 去 的 .因此 | 已 (X), 纺 -也 是 一 
个 链 复 形 , 称 为 增 广 奇异 链 复 形 .从 3。3,,1=04p>0) 及 91 =0 
导出 的 间 调 群 恐 (X) 丈 为 约 化 奇异 同调 群 .于 是 到 (X) = HH 
(Xp >0, 而 项 (X) 四 Z= Ho X). 

注 当 KK 为 单纯 复 形 ,同样 本 引进 增 广 单 纯 复 形 以 及 约 化 音 
纯 同 调解 等 概念 ， 

定义 ”对 两 个 下 同 的 链 复 形 C = 1C as 和 CC = :Cr， 
3。 ,如 果 存 在 一 能 同 态 f= 1: Cy 一 人 | 滞 得 9 力 = 态 -1 
3,, 则 称 了 是 链 复 形 C 到 “的 链 映射 . 

例 设 了 是 拓扑 空间 到 Y 的 闫 续 路 射 , 见 f=1f,: Co( XX) 
一 C,( 了 1 是 链 映 射 , 称 为 将 异 链 映 射 

当 定义 产 = 疡 (p 基 -0D, 方 =1(p= 1, 划 六 = : 方 | 也 是 
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链 映射 , 称 为 由 连续 点 射 了 诱导 的 增 广 奇异 链 映射 , 

定义 当 /= |fi 是 链 复 形 C 到 CC' 的 链 映射 , 则 由 了 ,5p( 
[z]) 一 [fo(z)],[z]e HH,(C) 所 定义 的 fs: Hs(C) 一 HH(C ) 称 
为 链 映射 了 诱导 的 链 复 形 同 调 群 的 同 态 ， 

不 难 验 证 , 对 恒 同 链 上 映射 :CC, 则 (10),p: Ho(C)> 
HH,(C) 是 恒 同 同 态 . 

而 当 f: C=C 和 g:C 一 C0 都 是 链 映 射 , 则 g。f:C>C" 也 是 
链 映 射 ,而 且 (g" 了 ,= gs°f ,0:Ho(C)>H,(0’). 

最 后 ,再 引进 链 同 伦 的 梳 念 , 它 是 证 明 奇 异同 调 群 是 同 伦 不 变 
基 所 必需 的 . 

定义 设 f,g:C~C 是 两 个 链 映射 , 如 果 存 在 一 族 同 态 D = 
1D,:C, 一 Cs+r! | 使 得 (参考 下 面 图 表 ) 

Bprt Do+D, .19p= gp fo, peZ, 
则 称 与 g 是 链 同 伦 的 , P 称 为 了 到 8 的 链 同 伦 , 记 为 了 Ts3:C 一 
C ,或 简 记 为 了 一 &. ; 

Co 一 一 一 一 -C 

人、 ， 
Co 

从 定义 不 难 验证 下 面 的 命题 . 

命题 1 若 f~g:C>C, 则 f=g.p:HAO>H,C).1 

命题 2 设 六 g, 关 :CC 部 是 链 映射 , 则 有 

/一 了 (让 车 f~g 则 g 一 了 (总 若 了 f~g,g 一 hh, 则 了 了 ~. 

证 明 (i) 平 凡 的 链 同 伦 0 就 是 从 了 到 自身 的 链 同 伦 ; (让) 设 
DD 是 从 了 到 g 的 链 同 伦 , 则 一 DD 即 从 g 到 了 的 链 同 伦 :Kii) 若 D， 
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DD' 分 章 是 /到 g 和 g 到 六 的 链 同 伦 , 则 口 + 口 "就 是 上 到 六 的 链 同 
伦 . 

定义 ”如 果 迹 映射 FC 一 Cg:C 一 C 满足 g*f~1.f*g 
一 1., 则 称 了 与 g 是 链 同 伦 等 价 的 , 也 称 C 链 同 伦 等 价 于 C, 记 
为 一 C ,这 时 g 也 称 为 上 的 链 同 伦 逆 . 

链 同 伦 等 价 是 链 复 形 的 等 价 性 关系 .而 且 当 7: C 二 C', 则 
fp: HCOH, CY). 

最 后 .我 们 要 证 明 奇 异同 户 解 也 是 同 伦 不 变量 . 即 证 明 当 了 一 
8 :站 玉 YY, 则 它们 所 话 导 的 链 映 射 是 链 同 爷 等 价 的 , 即 Fe:Co 
LX) 二 CY .为 此 我 们 在 此 引进 一 个 概念 ， 

定义 设 (ao…ap) 是 R"” 中 心 维 单 形 , 在 R"*! 取 与 R” 正 
交 , 镍 [gq…ap) 上 的 柱 形 :(qe…asy xX 了, 当 以 a 玫 示 下 斌 的 点 
Lan0),6, 表示 上 底 的 点 ta,,1), (7?=0,1,…, 户 ) .定义 BR 上 的 
线性 索 异 单 形 (a0…a,) 的 柱 形 链 P; 7a0ap) 一 !(ao…ap) x 1 
为 

Pllaeas) = UD.a, bbp), 
并 对 线性 奇 量 单 形 的 线性 组 合作 线性 扩充 , 则 柱 形 链 P 即 p 维 链 
到 (p+ 1) 维 链 的 映射 ， 

现在 取 标 准 奇异 单 形 4p: 1(e0… en) 为 方便 起 见 ,证 A,X 
的 点 (e:, 中 为 z, (2., 1D) 的 点 为 y,(i=0,1,…, p), 并 规定 顺序 为 
ToCIC ry yy 则 


POD= EC DU ze yy) 


引 理 ”对 给 定 的 户 六 0, 则 
aePp(D)= 1 yoy" yp) -troxi zp) — Pal. 
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证 明 9oP(D)= 名 (C107(xow zy) = 


= CSCI eZ) + (10 


于 
cs 1 or x" yp) 


Xe "3 


YI RN 
sas 1) rg A YY) + (=- DY 


Cn Te Ye yn) rat — D(Cro yo -1 ys) 
最 后 的 等 式 的 筑 一 ,第 二 和 式 合并 有 一 P*31; 而 第 三 个 各 式 的 头 
一 项 敢 1 yo… yp) ,第 四 个 和 式 最 后 一 项 即 i xo… x 》, 而 第 三 、 
四 两 和 式 其 余 各 项 两 两 消去 , 因此 得 到 

BaP Iv yy) Crowze) ~ Peat+t.l 

引 至 对 0<i<p， 

{dxL1)° P(t, 1)= Plteoe,es) 

式 中 [dx17) 囊 示 :ar-ixT 一 arx 了 诱导 的 链 聊 射 . 


2 
证 明 (dx Ip) = (dr re 


Dr yp Dr 
zeriyti yp) = Pleoe .es). | 

当 f~g:X 一 Y, 即 存在 :XxI>Y 满足 F(x,0)= f(x)， 
Flix,1)=g(xr), zz. 于 是 对 任意 的 奇异 p 单 形 s*E 5S,(X), 定 
祷 Dpts?)= 二 Pesfx1)*PCI), 此 中 下 和 sex1) 分 别 表示 stX 
11:27xXJ 一 革 XT, 和 下 : 革 X1 一 诱导 的 链 颇 射 ,经 过 线性 扩充 
得 出 问 态 

Dy:CAXI Cr (YY), pO. 

对 bp<0 定 义 De=D. 从 此 得 品 柱 形 链 同 论 
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D=|D,lyez:C(X)>C(Y). 

定理 设 f~g:X™Y. 则 fg:C(X)>C(Y) 

证 明 只 须 验证 对 任意 的 坷 异 p 单 形 se S, (XX), 满足 
aDsr + Drast = get — fst, pe Z. 

事实 上 , 当 p<0, 上 式 显然 戌 立 .对 p 完 0， 

aDe + Deast 9° Fest x 1) Po) + DET- 1)d, 
= Fe(st <I) Uy yp) xo zp) -Peals)+ 


S-DiFosrd, X11)° PL, 
= et fF pa t Fe I) DR(en eep) 
=g* fs.1 

定理 如果 f~g:X~Y, 则 f=g.:H,(X)>H,(Y) 

县 二 述 定理 及 靖 题 1 立即 得 出 定理 的 证 明 . 上 上 

定理 设 了 基石 与 了 的 链 同 伦 等 价 , 则 

fu HRTH.(Y). 

证 明 当 革 与 Y 辣 伦 等 纷 , 风 存 在 /的 同 论 逆 g 使 得 gr 
一 lx, f°*g 一 16. 从 它们 计 导 的 链 据 射 得 出 (g*f), =g,f/.= 
lxr,(f"g8): = 了 ,gr 二 1y., 因 此 了 ,是 满 单 射 . 即 f,:H.{X) 
H.C(Y}.! 


§2 上 同调 


先 简 述 一 些 预 备 知识 . 
对 交换 群 A 和 G, 如 果 同 态 fg :A 一 上 G, 对 任意 的 ae 4， 
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fla)eG,g(la)eG, 定 义 f+g 为 (f+g)(a)= f(a)+g(a)e 
G. 因 此 同 态 的 集合 ! 着 在 这 种 点 态 加 法 之 下 也 构成 一 个 交换 群 ， 
称 为 何 态 的 交换 群 ,也 记 为 Hom( A,G). 

设 g:A 一 B 是 交换 群 的 同 态 ,如 下 图 解 所 示 , 设 fe Hom(B， 
G), Wf ge Hom( A,G). 


A BpB 
AN 地 
G 


因此 同 态 9 诱导 出 fe Hom(B, G) 到 f* ye Hom(A,G) 的 同 态 ， 
记 为 g*; 即 pg* (1)= f°9: 
Hom( A, G)* Hom( B, G) 
设 有 同 态 Bo ean 


< 到 


Hom( A, G)<2 Hom( B, G)<—Hom( C, 6) 
t | 


(ep 


定义 ”现在 考虑 链 复 形 C= 1C,,3,1. 它 可 以 是 单纯 链 复 形 或 
奇异 链 复 形 等 等 ;其 中 的 C, 是 p 一 链 群 , 它 也 是 交换 群 .我 们 取 另 
一 个 交换 群 为 整数 加 群 Z .定义 c+ = Hom(cs,Z), 称 为 p 维 上 
链 , 它 可 以 是 单纯 上 链 或 奇异 上 链 , 看 cv 是 单纯 链 或 奇异 链 而 定 . 
cz 的 全 体 记 为 C*, 称 为 p 维 上 链 群 . 对 ree Ce?, dre C?, 则 (ce? 
He )(zp)= er} + dr(rs) eZ. 
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对 户 维 达 并 同 态 aw:C 一 CA 定义 p 维 上 边 绿 同 态 5 = 
ao :CC 或 即 他 ;Hom( Cs,Z) 一 Hom( Cs,Z). 白 上 述 
定义 ,对 cre Cr, Brc? 是 (p+ 1) 维 上 髓 , 它 在 任意 的 (p+1) 维 链 
Xpr1€ Co+i 上 取信 为 6re?( 41) = efassizpri). 

因为 3,*3,+1=0, 因 此 由 上 述 定义 

O27 18 =97,1°08 = (96+1°9,) = 小 所 以 
B+1o57 ,C7 一 Ce1? 是 零 同 态 . 

因此 ,和 C?, 6?1 也 是 链 复 形 , 称 为 上 链 复 形 ,也 记 为 C*. 

定义 对 pp 维 上 链 群 C?,6?:C? 一 C2'! 的 核 ker 8 称 为 上 链 
复 形 C 的 户 维 上 闭 链 群 , 记 为 ZA(C"), 而 6? 1!:Cr i 一 C? 的 鼻 
Im 8r"! 称 为 C* 的 p 维 上 边缘 链 群 , 记 为 BC  ) .显然 Br 
{LC' ) 是 22(C*) 的 子 群 . 商 群 HP(C" )= Zo(C*" /Br(C') 各 为 
C' 的 p 维 上 同调 群 . 

引 理 1 设 f=1f,:C~>DD,| 是 链 复 形 }C,,3,- 到 1D,,3,} 
的 链 映 庙 , 则 存在 同 态 /* = | f+*; Dr 一 C?1, 它 是 相应 的 上 链 复 
形 .C?, | 到 |Dr, 8?1 的 链 映 射 , 癌 满 是 62f*f= f*2+18?、 

证 明 由 于 所 :Cs 一 D, 是 链 上 映射 , 它 满足 引 f, = f,-13,. 对 
ED?,xp-1€ C+1; 从 8,f* 的 定义 以 及 了 是 链 映 射 ,我 们 有 
SfF PP Ep) = fA) (avirprD = yf (p+ rp+:) = 
yo psfor(xpr) = Ofor{ ror) = fH OP) ror), 
对 任意 zr1E Cp+1 成 立 .证 明了 os = yor082 .1 

我 们 称 引 理 中 的 同 态 /* 为 上 链 映 射 . 

上 述 引 理 的 交换 性 可 表 为 月 = 67, 它 对 于 上 同调 理论 的 作用 
正如 同 交 搞 性 fa = az 在 司 调 论 中 的 重要 性 . 当 f= /* 是 上 链 映 
射 , 容易 验证 , 这 上 fF 把 上 链 复 形 了 D' 的 上 闭 链 映 为 C' 的 上 闭 链 ， 
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而 有 具 礼 D' 的 上 边缘 链 映 为 C “的 上 这 闻 链 .因此 背 = f*? 诱 导出 
疡 纵 上 同调 嫩 了 P(P") 到 Hr(C"} 上 的 局 态 . 记 为 14?; 到 (DD， 
2Z)>HP(C,Z). 它 由 

2([yP])=[f*ty?]，<y eH?(D" 所 决定 . 

设 [? 和 ee 有 0D,Z [zo]s Ho(C,2Z), 则 有 

[yf slr) = Py) [es]. 

引 理 2 设 f;C 一 DD 训 g:DE 都 是 链 复 形 共 链 颇 射 , 则 
成 映射 gf 也 是 CE 的 链 映 射 . 于 是 相应 的 上 同 漂 群 的 诱导 同 
满足 关系 式 (gf)" = 人， 

留 给 读者 自 加 验证 .1 

设 与 g 是 链 复 形 C 到 上 的 链 同 伦 的 链 唤 射 , 即 存在 一 族 同 
态 D=1D;: Cs 一 Coy)! 满足 对 每 个 产 0aprtDyt De-i9p 二 
所 一 gp 我 们 定义 伴随 同 态 

BD=}1Dr:Cr> C7 为 对 cfe Ct, zope Cp. 

Dre?(xrp-1) 二 cDo-1(xp-1). 我 们 称 也 为 上 链 复 形 C “到 
C 的 上 链 映射 7* 与 g* 的 上 链 同 伦 . 

引 理 上 链 同 伦 D? 满足 

PID + De lor = fth— gr?, 

此 中 ,了 *?,g*+ 是 上 链 同 伦 的 上 链 映 射 C* 一 CC?. 

证 明 对 C? 上 的 任 一 上 链 ce ?和 C? 的 右 本 链 z,, 以 及 六 到 
Dr 的 定义 ,我 们 有 

82 -1Dece(zp)= Dic2farej= czDpy-i(are) 

=eP( f(x) -golxs) Apr Do rp)) 
= fe rp) ge PP ro) ct9pr1 Dl rp) 


fers) -get( ry) ~ FretD, (zy) 


认 冤 
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= fz) ge tr) Det lB zx). | 

从 第 三 章 及 上 述 引 理 , 当 链 碧 射 了 与 g 同 伦 , 则 存在 /与 g 的 
链 同 伦 .于 是 存在 相应 的 上 链 映 射 f+ 与 g*, 它们 是 同 伦 的 , 从 引 
理 即 知 /* 与 8* 所 诱导 的 C* 与 C*， 上 各 维 上 同调 群 是 相等 的 
上 同调 的 一 个 特点 号 它 具有 莱 法 运算 的 结构 ,因此 在 这 种 系 
法 之 下 具有 环 的 结构 , 从 而 成 为 上 同调 环 . 它 比 起 同调 论 有 更 丰富 
的 内 容 , 可 利用 来 刻 划 拓扑 空间 更 多 的 拓扑 性 质 ,我们 在 此 以 奇异 
上 同调 为 基础 介 纸 奇异 上 同调 的 环 结构 .它们 的 应 用 则 超 出 本 书 
的 范围 ， 
根据 奇 车 标准 单 形 的 定义 ,引进 映射 4: ao As， 6 为 (eoe.… 


ep (eoep 00) 而 且 pi: MY ays 为 (ee eo) 
4 个 零 
(O00, erezri sepra), 


个 零 
于 是 对 拓扑 空间 关 ,X 中 的 膏 异 (p+ g) 单 形 s: 41>X, 即 se 
Siral RK), MN sp Bp KR, spe: bo, A ME SLR). rho 
SoCXY .它们 分 别 是 X* 上 区 奇异 单 形 各 奇异 4 兰 形 ,通过 线 唾 
组 合 构成 奇 录 链 cp 和 co 

定义 设 ceC(X),qdreE CHAX), 定 义 以 Jarece (XX} 
为 :对 se Sp+ el(X), 
(eed)ts)= {et sa) (dts))EZ 
亦 即 ct 在 p+ 9g 维 单 形 s 的 前 p 个 顶点 构成 的 单 形 取 值 ,而 or 在 
s 的 天 9 个 顶点 构成 的 单 形 取 值 .我 们 丈 cr U aa 为 上 链 中 与 de 
的 上 积 . 
从 上 述 定 义 , (D 当 cz 各 加 是 若干 基本 链 的 线性 组 合 , 则 cf 
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Ue 具 双 线性 质 ;fii) 上 凑 具 可 结合 性 , 即 (ceUc JUc cc 
Ue ); (i 上 积 且 单位 元 ;Ue = c= ce?U et, 这 是 由 于 对 奇 
异 单 形 soe Sn(X) ,满足 ctso}=1 的 c=Hom(so;2Z) 是 存在 的 . 
命题 6(oU A)= 5AUR+t+(-1)sUed, 此 中 心 € 
CR), dre CN). 
证 明 对 任意 的 s€ Covrsyrt(X)， 
(Br Uo) Gs) = (BP) CA) dy, so) = ch(9( shps 1))" a sps) 


= — Disasr 0) (sp)) 


= -Des Cspe)) 
Desace(a dr sg), 
Cd) Y= CoD Ba Cspg 0)) 
= CA (aa sw )) 
= Deer 
= CD fa) ds » 
= csp) d's) 
4 EC Diasp) 
以 第 一 式 乘 以 [ - 1)” 与 第 一 式 相 加 即 得 出 
(PU 1 U ds) -SD eA) dg) + 
+ ers) dsp) 
= yea) dsp) = Udr(9s) 
间 = 8oUa)().1 
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引 理 (i) 上 闭 链 UU 上 闭 链 = 上 闭 链 ; 

(ii) 上 闭 链 U 上 边 绿 链 = 上 边缘 链 ; 

(ii 上 边缘 链 U 上 边缘 链 = 上 边缘 链 ， 

证 明 (i) 当 与 d? 都 是 闭 链 , 则 sc =0,6d*=0. 因 此 ,5 
(Ud)= Ud +r -Ud =0Ud + U0=0; 

(让) 当 8c? =0,6e9-!= de, 则 有 

Ud = Uo!l=( 1) Ue rt) —(- 1) Ue 
=(- (ct Uertt); 

(i) 与 (让 类 同 .1 

定理 上 同调 类 的 上 积 与 上 见 链 的 代表 选择 无 关 . 

证 明 设 必 ,cPeZ(X), 而 且 c?-co=&c? 1!, 即 

[co] = [ce?]e Hr(X). 同 理 , d*, de Zr(X), 而 且 d*--d*= 
sl 1, 即 [dr) = [d*)eH'(X). 则 

crUdr=(e to UC(a tet =eUd + ooUd !+ 
Bee IU adr + Sc 1U Od!, 

根据 引 理 中 ( 划 和 (il , 则 c*Uav -ceUas 是 一 个 (p+g) 维 上 
边缘 链 ,所 以 [czUceJ= [eeUco] 
定义 U:EP(XK)x HA(X)H?**( 及 ) 定 义 为 [z?] U [zx 
=[z? U2), (zt]eE Hr(X), (ze H'(X). 


时 玄 2), 守 [ej eH' (XK), n= dimX. 上 比 中 (zx?]e He(X), 
p=0 0 


3 


Cee HX) NS LD US ,LU a). 
此 系统 (HH"(X), + ,UU) 构 成 一 个 环 , 以 HPCX) 的 元 素 
[Cs9] = Hom( so, Z ) 为 单位 元 ; 它 称 为 X 的 上 同调 环 ， 

设 :XY 是 拓扑 空间 XX 到 Y 的 连续 映射 , 1* 是 了 诱导 的 
上 链 群 的 同 态 f4 :C?《Y) 一 CP《X), 它 也 是 链 映 射 .从 此 诱导 出 
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同调 税 的 同 态 f° ?HA YY) 一 Hr*(X). 
命题 上 链 群 的 链 映射 7* 是 环 同 态 , 即 
f(r ad)= fe as 
证 明 对 任意 的 seSe "5 民 X)， 
fF CPU = Aa) FY) ee fa) df) yy)= 
A 
= Ua .8 
上 链 在 上 积 之 下 构成 的 环 , 一 般 是 不 可 交换 的 .例如 和 = [位 
=(eoe.), 定 义 零 继 上 链 co 和 da 分 别 为 对 xe 是, car)= 


0， 其 它 
本 ,我 位。 Uar(eve) = (een) dl(e))=1,m dU 
{evel)= do(eo) co(e1)=0. 表 是 coU qd? 闫 drUe', 我 们 有 下 面 的 
定理 ”对 于 上 同调 类 [at] 与 [5*] 和 整数 环 Z, 我们 有 
arU b=(— Do Uo. 
证 明 设 奇 异 兽 形 os = {vow v0), 记 gy = (vo ), 
Go= (zz wp+ra). 现 对 诸 顶 点 取 相 反 的 顺序 ,并 记 为 a,,。 = 


' 1 + 四 
(os aaog NN oo = 一 ttetno,,,. 同 理 , oy 


I 
1 (1, x=e, 
去 ‘a - 育 于 与 上 恒 同 的 1 维 单 形 :! 


= (Cv = (1 Gg, op = (v00) = 

(一 83M+116,. 现 用 LL 表示 在 反 序 单 形 到 值 , 以 久别 为 在 原 遥 

序 的 单 形 上 取 慎 . 设 ez, 中 分 别 是 [a 中 和 [8] 的 代表 元 素 , 则 
COU anes) = DE oerd sr U ar) (ors) 

上 式 去 庙 等 于 (0) at (9) = (一 15o(m) 
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(C- Direr tar(e,) =(- FEA tpt et afo br (0) =( 
0644). 从 而 得 里 (6r Ua?) (or) = 
C- DetarU blo,..), 

医 为 ,44 诸 页 点 的 反 序 是 5s,- 4s 到 自身 的 线性 变换 , 记 为 6， 
则 398= 83 显 然 成 立 , 它 是 链 映射 ,从 此 诱导 出 上 链 映 射 9+, 它 与 8 
可 交换 .而 8 与 恒 同 是 链 同 伦 的 , 从 此 诱导 出 6+ 与 15 是 上 链 同 
伦 的 .根据 上 面 的 命题 , 69+ (a?U6)=8*aU9*b 与 a 如 是 上 
同调 的 .因此 | 

Sr Uar~e UatTm Bar = Dar le) 
从 此 得 出 [名 a?)=(-D”[arUst]. 1 

这 个 定理 也 称 为 上 同调 环 具 Grassman 性 质 

最 后 引进 上 积 的 伴随 运算 三 ; 

定义 对 上 链 creCr(x), 链 zerosC2 3(X) ,定义 运算 和 
CT)x CIXJ 一 CI(X) 为 zafceeco(xX) 满 足 关系 式 
Cpa oa)= (Ud)(z,-o), 此 中 de CY(X). 我 们 称 这 
称 乘积 运算 为 下 积 或 交 积 

更 明确 地 说 , 妓 对 任意 的 奇异 (p+ gj) 单 形 sp; 和 ce Ce, 令 
pee 站 = [pe dp et] sp otos 再 作 线性 扩充 . 

从 定义 即 可 得 出 下 列 诸 性 质 ; 

(1) 乘积 介 是 双 线 性 的 . 

2) CaN Ng=zN (Ud ) (rp+g) 

(3) zofNe =z,. 

(4) zet=e (zo)eZD. 

(5) 设 ztoE Sprs(X),creS?(XX), 则 
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A(zp+af et) = (Dr, rf et 一 zensc0]. 
命题 (i) 闭 链 门 上 闭 链 = 闭 链 ; 

(让 1) 闭 链 介 上 边缘 链 = 边缘 链 ; 

(i) 边缘 链 介 上 闭 链 = 边缘 链 . 

定理 ”下 积 诱导 出 相应 的 同调 群 与 上 同调 群 双 线性 同 态 , 仍 
记 为 介 : 

Hor aol X)X HACX)>H,(X). 

证 明 对 (zp4oJeH,+t(X) 和 [cf]e HP(X). 分 别 取 [x,+4] 
和 [ce?] 的 代表 元 (zo + 9z,s a41) 和 (c+ Bc*- 1), 则 

(zery+azprarDPmGc race IO) = zr er + zprafd See! 
+azp+rari Ne + ororarifl dc 上 1. 
根据 上 面 的 命题 ,右边 后 三 项 都 是 边缘 链 , 因此 右边 是 9 维 同调 
类 [zs 门 c?] 的 代表 元 .证 明了 【zeromieosfzorr 门 co. 
1 

定理 设 f;X 一 Y 是 连续 映射 , [ale Hp (X) (bjeH? 
(Y), 则 fF. (CaN (6))= 7 [af LD). 

证 明 任 取 Y 上 9 维 上 同调 类 [cj]e H'(Y), 设 4a,b,c 分 别 
是 诸 同 调 类 [a 、[5) 、[c) 的 代表 元 ,于 是 c 在 fs (an f*(8)) 上 
的 取 值 

(falaN fr(o), c= (fc), aN f (6) = (fF" (bU 
(ca)=(f* (BUYe), a)=(8 Ue, fa (4a)), 

而 c 在 fa(a) 门 5 上 的 取 什 为 

Cc, fara) NG)= (Fs (a),bUe). 

两 式 相等 ,所 以 等 式 得 到 证 明 .| 
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$3 高 维 同 伦 群 


第 一 章 介绍 空间 X 的 基本 群 ,也 称 为 1 维 同 伦 群 ,以 ri(X， 
xo) 表 示 基 点 在 xo 处 ,XX 中 以 xo 为 基点 的 闭路 等 价 类 集合 在 等 
价 类 丝 积 之 下 构成 的 群 .这 时 闭路 是 定义 为 连续 映射 JX, 把 1 
的 边界 点 10, 11 映 为 xo, 于 是 我 们 很 自然 地 可 以 推广 这 个 概念 , 以 
单位 正方 形 到 和 的 连续 映射 8: Tx 1->X, 并 将 方形 的 边界 映 为 基 
点 zo 定义 为 2 维 闭 路 , 另 一 种 观点 是 把 空间 X 中 的 闭路 看 为 复 
平面 上 单位 圆周 S! 到 X 的 连续 映射 , 把 复 平 画 上 点 1 映 为 X 中 
的 基点 re. 这 时 S! 可 看 为 单位 线段 【 的 端点 0 与 1 等 同 起 来 所 
得 到 的 商 空间 .因此 可 定义 2 维 闭 路 为 S: 到 X 的 连续 映射 .上 述 
两 种 2 维 闭路 的 概念 还 可 推广 到 更 高 维 的 情况 ,定义 高 维 闭路 为 
高 维 单位 方 体 或 高 维 单位 球面 到 拓扑 空间 X 的 连续 映射 .还 有 一 
种 观点 是 把 2 维 闭 路 看 为 1 维 闭路 集合 的 闭路 , 亦 即 一 个 2 维 闭 
路 是 定义 在 单位 线段 1 上 的 函数 8, 对 每 个 te1l, 8(1) 是 X 中 满 
足 8(0) = 8(1) 的 一 条 闭路 ,于 是 在 X 中 以 xo 为 基点 的 闭路 集合 
Q(X, zx0) 给 予 特定 的 拓扑 之 后 ,可 定义 2 维 同 伦 群 为 空间 Q(X， 
x0) 的 1 维 同 伦 群 ,因此 高 维 同 伦 群 有 三 种 不 同 的 定义 ,我 们 分 别 
加 以 报 述 ， 

定义 1 对 拓扑 空间 于 和 点 zoeX, 设 n 是 给 定 的 正 鉴 数 , 考 
应 从 n 维 单位 方 体 "=|t= (42 ,tn) ER"|0<1 1(i=1, 
…,n)| 到 XX 的 全 体 连 续 映 射 a 的 集合 F,(X, zo), 满 足 (2 了”)= 
x 其 中 3"=11=(t1,…, ta)eE1*| 某 些 z, 等 于 0 或 1 在 忆 
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( 开 , za) 中 定义 等 价 关 系 为 ;对 ,Be 下 (X, xn), 如 果 存 在 一 个 同 
伦 巨 :TX I 一 XX 满足 Hfa ,0)= etris nt ), HC， 
t= Br 和 当 ea ,se 
了 有 (5) 一 0. 这 时 称 a 等 价 于 8 寞 xo, 记 为 “一 B, 店 = 
决定 的 等 价 类 记 为 {a], 称 为 a 的 辕 伦 类 
更 在 玉 ( 六 ,zo) 上 定义 运算 "* "打下 ;对 a, BE F(X vro). 
[Qa 0O<o< 二 
| 一 


po ht), Fen 
这 样 定义 的 a x 8,1 一 六 是 连续 的 .这 样 的 运算 * 诱导 出 F,{XX， 
Xo) 的 等 价 美 集合 上 的 一 个 运算 “…" 为 

[a]* (8)= [ax 有 
关于 这 个 运算 , FPCX, zo) 的 等 价 类 集合 构 或 一 个 群 , 称 为 X 以 
xn 为 基点 的 ” 维 同 伦 铬 . 记 为 x (X, x0). 

从 定义 不 难 验证 :(1) 关 系 一 是 FE,(X, z) 上 的 一 个 等 分 性 关系 ; 
(2) 运 算 * 完 全 决定 运算 , 即 当 a 下 8~8, 则 ap 让 邯 
运算 ' 与 代表 的 选 幸 无 关 , (3) 在 运算 .之 下 , 已 (X rn) 构 或 群 ,这 时 群 的 
谭 等 元 是 由 常 值 映射 c<( 卫 ) = xn 所 决定 的 等 价 类 [el, 而 [ae] 的 逆 元 
[四 一 是 a 的 道 向 闪 路 a 的 等 价 类 [a ], 其 由 af(z)= a(ti,…,t,) 的 道 
是 @ (=a tet) =atl- ed, (ED. 

田 于 "通过 将 91" 恒 同 于 一 点 的 商 空间 与 ” 维 球面 S* 是 同 
廿 的 , 当 我 们 共 该 恒 同 点 硼 应 于 S 上 上 的 一 点 1= 【1,0,…,0), 则 
zn( 革 ,X06} 可 通过 空间 人 涡 ( 87,1) 屯 (了, ro) 的 连续 映射 定义 之 . 

定义 2 对 一 个 给 定 的 正 整数 ,考虑 单位 体面 8" 到 空间 并 
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的 一 切 连 续 映 射 a, 满 足 a(1) = ros 区 的 集合 Go(X,zo), 其 中 1 
=(1,0,…,0)e S" .在 G(X,xzo) 上 定义 一 个 等 价 性 关系 为 :对 
a,BeEG,(X, xo), 如果 存 在 同 伦 吉 :S" x 1 一 XX 满足 H(*,0)=a、 
HC ,1)= ,而 且 H(1,s)= xo, seE1, 则 称 a 等 价 于 B 摸 ro.a 所 
决定 的 等 价 类 [x] 称 为 a 的 同 伦 类 , 诸 同 伦 类 的 集合 也 记 为 x 
{X, zo). 

从 定义 ,显然 F,(X,zro) 与 G, (XX, xo) 之 间 有 一 个 自然 的 一 
一 对 应 :对 每 个 we G,(X, zo), 设 g 是 到 S" 的 映射 , 它 是 把 97” 
映 为 le S” 的 映射 , 则 a = aqe F(XX,x0), 而 且 a 与 8 在 G(X， 
xo) 中 是 模 xo 等 价 的 , 当 且 仅 当 它们 的 对 应 映射 a = ad 与 8 = 
Bq 在 F,(X, xo) 中 是 等 价 的 .因此 定义 1 与 定义 2 给 出 集合 rm 
(XX, x0) 的 等 价 定义 .这 时 定义 2 中 的 G,(X, xo) 的 等 价 类 的 运算 
“… 可 以 用 S” 到 1 的 等 同 关 系 来 定义 . 设 a, Pe G,( 久 ,x0), 而 等 


间 映 射 9 分别 把 A= 4 i)e | 二 | 与 B= 14a,…， 


be PH 二 | 映 为 S" 的 上 半球 面 和 下 半球 面 4 与 召 , 而 它们 
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的 交 A 站 B= g(tA 门 B) 与 5" ' 同 凸 .我 们 把 A' 间 B' 等 同 为 基 
点 1 的 等 司 映射 证 为 7, 即 x(A' 门 B')=1eS", 则 得 到 两 个 n 维 
球面 在 公共 点 1 西 切 (x =2 时 如 图 5 一 2 所 示 ) 于 是 a * 月 定义 为 
er(x), xz€EA’ 
2 |gr(z). zeB 
Cro0) 等 从 类 和 运算 "定义 为 
{fe] :LPB)= [a*B). 
根 沁 F 与 G, 中 的 ” 维 闭路 等 价 性 关系 互 为 充 要 条 件 ,因此 出 
下 , 与 G, 所 构成 的 群 z,(X, co) 是 同 乔 的 ,所 以 两 种 定义 是 等 价 
的 . 
为 了 描述 第 三 补 定义 ,需要 难 基 点 在 zxoeX 处 的 闭路 集合 引 
进 一 种 拓扑 , 从 而 使 该 集合 或 为 一 个 拓扑 空间 .为 此 ,我 们 引进 下 
定义 疫 下 是 从 空间 Y 到 空间 Z 的 连续 映射 的 集 台 , 设 KK 
是 了 中 紧 致 集 而 U 是 Z 中 开 集 ,i 记 W=(K,U)=laeFlalK) 
CUI, 当 遍历 Y 中 紧 致 集 而 U 遍历 Z 中 的 开 集 , 则 以 集合 全 
《KK, U0) 为 子 基 构 成 下 的 拓扑 称 为 F 的 紧 致 开拓 扑 、 
将 上 述 定义 座 月 于 空间 义 中 以 rue 入 为 基点 的 金 体 闭路 的 
集合 , 即 有 下 面 的 购 念 : 
定义 ”对 空间 多 及 点 ro 和 ,考虑 X 中 以 xo 为 基点 的 全 体 
闭路 集合 QUX, ro). 设 素 是 单位 线段 了 的 紧 子 集 而 U 在 天 中 是 
开 的 , 令 WCK,U)= ;aEQ(X,xo)|a(K)CUIi, 以 这 种 集合 W 
《 反 , D) 作 为 2(X, zx0) 的 拓扑 的 子 基 , 则 该 拓扑 称 为 A(X, zo) 上 
的 紧 致 开拓 扑 . 


该 拓扑 的 天下 集 取 形式 站 W(K,, U,》, 其 中 K, 为 1 的 紧 子 集 


第 五 章 。 补充 知识 ， 189 ， 


而 ;为 X 的 开 集 (i =1,…,r). 这 时 ,一 条 闭路 a 属于 某 个 基 开 
集 , 当 且 仅 当 对 每 个 i=1,…,r,a(Kij)CU,. 

注 当 X 是 度量 空间 , 则 品 (X，xro) 的 紧 致 开拓 扑 与 空间 的 
一 致 收敛 拓扑 是 相同 的 . 

现在 引进 高 维 同 伦 群 的 第 三 种 定义 . 

定义 3 对 空间 X 及 点 rzoe X, 考 虑 X 中 以 zo 为 基点 的 全 体 闭 
路 集合 2(X，ro), 赋予 紧 致 开拓 扑 , 当 之 2, 则 X 以 xo 为 基点 的 
维 同 伦 群 x,(X, zxo) 是 Q(X,xo) 在 c 处 的 (w 一 1) 维 同 伦 群 ,其 中 c 是 
:0 处 的 常 值 道路 .因此 ,xp(X, x0) = x (Q(X, xzojc) mm( 和 xzo)》 
= (Q(X, ro), ce). 

关于 高 维 同 伦 群 的 三 种 定义 各 有 优点 , 视 所 讨论 的 问题 而 定 ， 
我 们 已 对 前 两 种 定义 的 等 价 性 作 了 和 叙述 ,这 里 以 x = 2 为 例 说 明 
定义 工 与 定义 3 也 是 等 价 的 . 

设 “是 定义 1 从 已 到 X 的 连续 映射 ,把 3 已 映 到 xzoe 义 . 则 
a 决定 CQCX, zro),c) 的 一 个 或 员 a, 由 (bbz)= aitz)， 
(41s t2)eE 1 所 决定 .因为 oa 连续 ,a(t1) 是 从 了 到 X 的 连续 函数 ， 
由 于 a(#1)(0)=a(21)(1)= xo, 因 此 alt)en(X,zo), 此 中 人 0 
(X, zo) 是 以 ro 为 基点 的 闭路 集合 ,而 且 4a(0)=a(1)= xo 是 常 
值 道路 c:1 一 .zo. 为 了 验证 a 连续 , 取 Q(X, xzo) 中 的 子 基 W(K， 
如 ), 设 tea '(W(K,0)), 于 是 a(t)(K)=a(ln!xK)CU, 
由 于 K 紧 致 , 故 在 工 中 存在 包含 的 开 集 O 使 <(OxK)CDU， 
因此 te OCa 1(W(K,U)), 所 以 a 是 1 到 Q(X, zo) 的 连续 函 
数 . 

男方 而 ,对 (Q(X, ro),c) 的 一 个 成员 a, 则 a 决定 一 个 函 
数 a: 了 一 外 由 a(tist2)=&(t)(t2), (t,t2)e 了 所 决定 .因为 a 
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(De zo) 是 I>X 的 连续 函数 , 它 在 紧 致 开拓 补 之 下 是 连 
续 的 ,而 且 有 &(1.)(0)=4fi4)(1)= xzoy 即 zx 在 3 上 了 到 着 为 xn， 
所 以 ee Fy, ro), 医 此 与 3 建立 了 F(X,xo) 与 人 (0(X, 
ro),c) 的 一 一 对 应 ,再 外 定义 1, 当 w 与 户 是 等 价 的 . 即 存在 园 伦 
;x1>XX 满 足 H(1,0)=a,H(P,1)=p, HF,s)= x0,s 
< 了 .于 是 同 伦 二 :Tx TR(X,xo0) 由 Hin, s Y(t) = H(t ts 
中 ,41st2E 了 所 决定 .表明 闭路 a 与 3 的 等 价 性 .上 式 世 表明 & 与 六 
等 价 药酒 a 与 6 等 价 .因此 等 人 类 5a) 与 (a] 的 对 应 是 一 一 的 ,而 
习 对 e,8eFatX,ze), [ax 人 对 应 于 [a* ,因此 两 个 定义 决定 
了 两 个 舒 ra(X, xo) 是 同 物 的 . 

关于 ru 和 .rz) 的 一 些 性 质 , 与 基本 群 类 似 ,证 法 亦 类 同 . 

定理 ” 设 空 间 瑟 是 道路 连带 的 ,而且 -ro, re 下 则 对 “之 1， 
TR, zo (KR, 1 

定理 设 艾 可 缩 , 它 忆 保留 点 re 不 动 的 常 值 映 拓 同 愉 , 则 对 
nal, 7 X, zo) 0 [ 

定理 对 空间 外 ,YY; 设 rzogX,yos 了 , 则 对 ”之 1. (XX 
了 了, (rev yo (NK, ro Ta, (TY, yo0).1 

从 上 述 定理 . 则 实 直 线 . 有 限 弘 欧 氏 空间 , 区 司 ,以 及 欧 氏 空间 
中 的 凸 集 , 其 弘 同 伦 剖 是 平 几 的 . 

对 于 高 维 后 伦 群 的 计算 , 一 般 而 言 是 相当 困难 的 ,这 里 只 举 些 
简单 例子 ， 

例 1 对 上 上 <n, 则 xt 5S”) 是 平凡 的 . 

设 [aJe (tS") ,考虑 a:{St,1)-*(S",1). 现 在 以 全 和 5" 分 
别 矢 疙 (8 + 1) 维 却 (n +1) 维 单 形 的 边界 . 则 对 连续 映射 a, 套 一 个 
«的 单纯 迫近 :St 一 5S", 且 a ~a. 即 满足 (a] = [a 1, 由 于 单纯 映 
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射 不 能 把 低 维 单 形 映 满 较 高 维 单 形 ,所 以 a 硅 请 尔 , 设 产 史 we (St) 
己 S", 于 是 \ | 声 :与 R" 同 胚 是 可 缩 的 ,映射 a 的 信 域 落 在 可 缩 
室 间 中 ,是 零 伦 的 .所 以 [ae] = [a] = [c], 因 此 zw.(S") 的 唯一 成 员 是 
由 常 值 映射 * 所 决定 弛 等 价 美 , 即 x.(5")= 10:,(k<n). 

例 2 对 nl afS")s2 

当 n=1 时 ,在 第 一 音 己 证 骨 过 x1(S!)asZz, 现 考 湛 ma 之 2, 届 
定 文 2,x,{S”) 的 成 员 是 映射 x:(S",1) 一 (S",1) 的 等 价 类 .通过 
映射 c:m(S") 一 工 定 义 为 oC[a])= e 的 度 , [ejex,(S"). 由 于 
同 伦 的 映射 具 祖 岂 的 度 , 所 以 定义 与 等 价 类 的 代表 选择 无 关 , 即 p 
的 定义 是 完全 确定 的 . 让 $6 拓扑 度 的 定义 , 它 是 对 S” 的 部 分 天 
的 于 ,( 开 ) 的 母 元 [z,], 满 是 a ,lt[【zs))=olzxn] 的 整数 p. 此 中 必 
是 与 连续 映射 " 相应 多 面体 六 1 的 单纯 所 近 . 由 于 5S” 的 前 分 民 
是 伪 流 形 , HKJjssZ .而 Hopf 证 明了 对 每 个 度 ,决定 唯一 的 同 
论 类 r(S" 多 其 证 明 超出 本 书 范围 ) 因 此 rw(S")sZ. 

对 上 >#, 则 mifS") 为 何 , 尚 未 完全 解决 。 

在 第 一 章 曾 指出 1 维尼 伦 群 是 不 可 交换 的 , 然而 我 们 有 

定理 当 > 兰 2, 则 mrfX,xo) 是 交换 群 . 

证 明 当 ”之 2, 存 在 旋转 >:(S",1) 一 (3S",1) 使 得 r 一 1sr: 
S">S" 保持 le 5S” 不 动 而 且 r(S%)=S",r(5%)= 5S". 此 中 
5S4 ,S” 分 别 表示 上 半球 面 和 下 半球 面 . 

现 设 "o], [rj]sx(X, zo),o( Sn )=+zol rtS4)= zol 于 


os), 5ES9 
是 [oj。[r]=[ 引 ,此 中 | 
ris), ES 


rr(s), ES 
[ 


Le， ses srs }=1r0l, or(S" ) = 1rol. 
人 5 一 


而 各 (3) = 
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因为 > 一 lsrelill le S”. 
即 得 出 [6 = [pr], [oj] = [orj,[r] ={frr], 于 是 从 [5 = (og]*[(r] 
和 [er]= [rrj*[or] = [rm*[o] 得 出 [oj 可 =[reCo. 1 

定理 (1) 设 F:(X,zro) 一 (7,yo),g:(Y,yo)~*(Z,zo) 是 
空间 侦 的 连续 映射 , 则 对 每 个 维 数 ”诱导 同 态 (gf),，=Sg,， 
fn:m (Kro) a Z, zo). 

(2) 当 ;:(X,zr0)(Y, yo) 是 同 且 , 则 对 每 个 mn, 的 诱导 
六 .是 同 构 ， 

证 明 (1) 任 意 的 [ej En,(X, zo)， 

(gf),.n( [al)= (gfa] = gu nlfal = gr rfr nbal. PU(gF). 
=g.f,. 

(2) 设 关 为 同 是 , 令 A !:(Y,yo)>(X,x0) 为 同 胜 逆 , 则 对 
任意 的 [ce]erv( 和 ,ro)》, 由 (1)， 

hlh. (Lal)= (ina=fa， 
所 以 ih, 是 xm(X,zxo) 上 上 的 恒 同 , 同 理 关 , (有 天) ,也 是 x,( YY， 
yo) 上 的 异同 , 因此 h ,是 同 构 . 上 


在 第 一 章 证 明 过 覆盖 空间 的 获 盖 投影 p: XXX 诱导 的 户 。， 
xi (部 )-=xi(X) 是 单 同 态 .对 于 高 维 同 伦 群 x, (X, zx0)(n 之 0), 我 
们 有 

定理 设 (Xp) 是 的 覆盖 空间 , zoe 六 ,p(xz6) = zo 则 诱 


导 同 态 p， ;ze,( 芒 ,20) 一 x, (XX,x0) 是 同 构 . 

证 明 先 证 明 p, 是 满 射 . 设 [a] ez, (四, xz0), 把 a 看 为 从 
(S”, 了 ) 到 (XX, ro) 的 连续 映射 (此 中 工 表示 基点 Te 5S”). 当 n 守 2， 
基本 群 xi( S",1) 是 平凡 的 ,因此 a, wi(S",1)=j01Cp, ri(X, 
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xo), 此 中 a .是 由 a 诱导 的 在 基本 群 上 的 同 态 , 即 e . :ri(S",1) 
一 xi(X,zo). 由 第 一 章 有 关 命题 , 保证 a 有 一 个 连续 的 提升 &. 


a:(S”, 了 ) 一 (X76) 使 得 于 = .于 是 人 决定 mm(( 蕊 ,0) 中 
一 个 成 员 [如 满足 p,([a))=[pa] = [a ,证 明了 户 ,是 满 的 . 

为 证 明 户 , 是 单 射 . 设 [B] eKer 户 ,, 亦 即 p.([B])=[p8) = 
< 此 中 cs 是 S" 到 xu, 的 常 值 映射 .作为 ( S*, 五 到 (X, zo) 的 映 
射 邮 与 co 等 价 , 则 存在 一 个 同 伦 吾 ; S" x I 一 X 满足 H(t,0)= 
ppB(2),H(L,1) = 0 te S",H(L, s)= zolsef 由 于 当 n 交 2, 基 
本 群 ri( S" x 了, (IT,0)) 是 平凡 群 ,所 以 存在 同 伦 开 的 提升 谨 : S 
x [> 六 .满足 六 = 开 , 吾 (IT,0) = z6. 则 提升 同 伦 六 是 8 与 "到 
2 的 常 值 映 射 c;,: S" 一 zo 的 则 伦 . 为 了 说 明 这 一 结论 , 首先 
pH(…,0) = pp, 并 (T.0) = B(T). 根 据 履 盖 空 间 有 关 性 质 ,由 于 S， 
是 连通 的 , 当 从 S" 一 外 的 两 个 喘 射 在 S" 的 一 点 处 取 相同 值 , 则 两 
个 映射 一 致 .因此 再 (.,1) = cz， 剩 下 的 是 显示 吾 (Ts) = cx， 对 
一 切 se 了 I 成立 .因为 道路 开 (T,*):1~ 久 具 起 点 io 且 覆盖 常 值 首 
路 c =H(1,*). 由 于 从 zo 出 发 的 。 的 覆盖 道路 是 zo 处 的 常 值 首 
路 ,于 是 玉 (1,5) =z0,seT. 从 此 六 ;5" x [一 是 辣 伦 ,满足 季 
(1,0)=B, G51) = cy 下 (全 = zo, se, 所 以 [B] = [cr] 是 
zu( 尖 zo) 的 恒 等 元 . 即 p. 的 核 仅 含 x,( 基 ,20) 的 恒 等 元 , 所 以 
pp :是 单 射 .1 

例 单位 圆周 S! 的 道 用 覆盖 空间 (RR, p), 由 定理 , 户 。 :mr 
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(R)-*xnl(S1)(n 之 2) 是 同 构 , 由 于 R 可 缩 , rw(R)= 101, 因 此 
x S') = 101(n22). 


$1 群 的 一 般 概念 


定义 ”车 G 是 非 空 集合 ,映射 4A: 如 XG>G 规定 为 
Mg S2)= gl B82 grBiEG 
我 们 称 gg2e G 是 gi 与 g3 的 莱 积 , 4 称 为 乘积 运算 . 涯 4 还 满 
足下 列 请 条 件 : 
(G1)】 结合 律 :(g1'82)* 8g3781*(g2°83), 81, gas 83E G- 
(G2)】 存在 一 个 单位 元 es G 使 得 
ge=e"g=g, BEG 
(G3) 对 每 个 ge G, 存 在 一 个 g 的 道 元 g 'E G, 复 得 gg， 
8 =e=g I'g 
则 称 G 在 运算 之 下 构成 一 个 (乘法 ) 群 . 
不 难 验 证 妇 的 单位 元 是 唯一 的 , 而且 每 个 元 素 的 逆 元 素 也 是 
理 一 的 . 
zz 个 g 的 生 积 记 为 术 (z 为 自然 数 ). 当 ” = 0, 约定 go =e. 我 
伍 以 满足 g*"=。 的 最 小 正 整数 x 称 为 该 元 素 g 的 阶 ; 当 这 样 的 n 
不 存在 , 则 称 该 元 素 g 是 无 限 阶 的 ， 
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《GW) 交 淡 律 :如 果 对 任意 的 g1, gae G, 有 g1*g1= 82' g1€ 
G. 则 称 群 G 满足 交 换 律 ,这 对 称 群 G 为 变换 群 或 Abel 群 . 

对 于 交换 群 ,这 时 称 该 群 的 运算 4 为 芭 法 运算 ,记号 "…" 改 为 
“+ “号, 即 记 Ag1'g2) = SItg2， gj,82EG. 这 时 nn 个 g 的 和 
+9 沁 为 ma . 莹 法 群 G 的 单位 元 有 时 也 记 为 *1”, 而 如 法 群 


个 
的 单位 元 常 记 为 "0”. 

例 1 全 体 实数 的 集合 R, 关 于 实数 加 法 构成 一 个 交换 群 , 称 
为 实数 加 群 .有 理 数 集合 8 和 整数 集合 Z 关于 加 法 也 构成 交换 
群 ,分 别称 为 有 理 数 加 群 和 整数 加 群 . 这 时 它们 的 单位 元 集合 101 
也 构成 一 个 交换 群 , 称 为 平凡 群 . 

例 2 Z=10,1,…,n -1 关于 模 = 的 加 法 也 构成 群 , 称 为 
整数 模 ”加 群 ,这 时 的 模 ”加 法 妨 玉 av5eZ。 站 果 问 + 百 = cm 
qd 其 中 cc,de Z,0Sq<n, 则 定义 a+5= qd( 秽 nn) 或 记 为 a+b 
=d(mod n). ， 

例 3 所 有 的 非 退 化 a x za 实数 方 阵 在 年 阵 玫 闭 之 下 岁 成 
群 , 称 为 实 的 一 般 线 性 群 , 记 为 GL( wn, R). 它 钓 单位 元 是 x 阶 单 

1.. 0、 
位 方 阵 E= | “Ll 
0 1 

例 4 所 谓 ”次 对 称 群 , 它 的 元 素 是 n 个 文字 的 置换 , 记 为 


1 2 nn ); 
< 人 2) cea) 
设 P 是 另 一 个 四 换 p=( 0 30 go 
没 8 是 另 “ 个 名 换 pe) 80) p(w] 
则 证 义 与 8 的 乘法 为 两 个 等 换 的 合成 , 记 为 


_il 2 7 | 1 2 a | 
oa oa2) cj B02) ~ BC) 
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1 2 am 


la aB(2) -2 ag(n)) 
不 难 验 证 , 所 有 的 置换 在 上 述 的 滁 法 运算 之 下 构 万 群 , 记 为 5,. 之 


i 2 

的 单位 元 冯 恒 同 置换 *= [1 “小村 换 = 的 道 元 。 = 
n 

[i al2) 人 “7 

1 2 和 生 np 


定义 ”到 群 G 的 子 集 天 ,如果 它 在 群 G 的 运算 之 下 也 构成 
妖 , 则 称 态 是 欧 子 群 . 

命题 1 设 已 是 群 G 药 子 集 , 则 万 是 群 G 的 子 群 当 且 仅 当 
下 列 两 条 件 成 立 :(1) 若 he 万 , 则 FieEi02) 若 jie 五 , 则 
hhaEH.l 

命题 2 设 | Ge 是 群生 的 一 恋 子 群 , 则 站 G。 仍然 是 
的 子 群 .1 

定义 设 MM 蚌 群 G 胸 子 集 ,所 有 包含 M 的 子 群 的 交 称 为 由 
MM 生成 的 子 群 ,把 它 记 为 (MD) ,这 时 称 M 的 诸 元 素 为 (M) 的 生成 
元 组 , M 的 成 员 称 为 群 4M? 的 生成 元 . 待 当 G 的 子 集 M 满足 
AM? = 6G 时 , 则 M 称 为 群 G 的 一 个 生成 元 组 . 当 群 G 具有 一 个 
由 有限 个 元 素 年 成 的 生成 元 组 , 则 称 G 是 有 限 生成 的 群 ， 

由 一 个 元 素 g 生成 的 群 G= |g" | ge 0, me Z| 称 为 循环 群 . 
它 显然 是 一 个 交换 群 . 当 g 是 一 个 n 阶 元 素 , 即 a* = e( 群 G 的 单 
位 元 ), 则 称 g 生成 一 个 有 限 循环 群 , 它 自 {g =e,g!,…,g”! 所 
组 成 . 当 g 是 元 限 阶 元 素 , 则 称 g 生成 一 个 无 限 循 环 群 . 命 6 中 
一 切 有 限 阶 元 素 的 集合 是 G 的 子 群 , 称 为 G 的 挠 子 群 . 举 群 G 的 
搅 子 群 是 平凡 群 , 则 称 群 G 是 无 挠 的 . 

定义 设 4 与 召 是 群 G 的 两 个 子 集 , 则 集合 AB = 1o5 |ae 
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4.pc 了 3i 称 为 4 与 B 的 姜 积 . 特 当 地 是 群 G 的 子 群 .geCG: 则 子 
集 

gH=|leh|lhe HI 和 He= ihelheHt! 

分 别称 为 子 群 日 在 G 中 的 在 陪 集 和 右 陪 集 , 这 时 gk 与 hg 分 别 
是 左 陪 集 gH 和 右 陪 集 He 的 一 个 代表 . 这 是 因为 对 he HH, 则 
tgh}H=gH, Hlhg)= Hg. 

命题 3 设 下 是 G 的 子 群 , 则 万 在 G 中 任 两 诺 陪 集 (或 右 陪 
集 } 必 相等 或 不 相交 . 

证 明 设 gi 芋 和 82z 世 是 子 群 五 在 G 中 的 两 个 左 落 集 , 假 如 
g1HN gz2H 关 @, 设 zeg1H 人 个 gH, 则 存在 hl, hze H 使 得 gh 
二 I= gohs, 医 此 g1= gz2hahi ,从 而 得 出 gH=(g;hsht !)H 
一 (ash IH=g2H.1 

命题 4 群 6 的 子 群 H 在 G 中 的 左 陪 集 和 右 陪 集 的 个 数 相 
等 

证 明 对 子 G 的 子 群 虹 ,由 he 对 与 ghe gH 的 对 应 可 看 出 
日 与 gH 是 等 势 的 .对 嫩 <gH ,我们 有 H(gh)"1= Hh 1g != 
Hg ,因此 gH 与 Hg 之 间 由 这 个 关系 , 即 存在 一 个 映射 f: gH 一 
Hg '(ge).{ 显然 是 满 时 .再 者 , 若 Hg != Hg: ', 则 存在 x 便 
xeHgi ' 门 Hgz ,从 生得 出 x 'eg/H 人 NgzH, 由 命题 3,g1/H= 
g2HH. 所 以 f 是 单身 ,因此 是 双 射 , 即 gH 与 Hg 在 在 一 一 对 应 .上 了 

从 这 个 命题 ,我 们 得 出 子 群 H 在 群 G 中 的 全 体 左 陪 集 (或 右 
障 集 ) 构 成 G 的 一 个 等 价 分 类 , 称 为 群 G 对 子 群 虹 的 在 {或 右 }) 陪 
集 分 解 .分 解 的 陪 集 的 个 数 称 为 日 在 G 中 的 指数 . 

例 1 设 和 是 交换 群 G 的 子 群 , 则 对 任意 的 geG,g+H= 玉 
+g, 因 此 于 的 去 (或 右 ) 陪 集 分 解 是 相同 的 、 

例 2 对 给 定 的 正 整 数 m, 令 mzZ=|mn|ne21, 则 mz 是 Z 
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CE 


的 子 群 ,这 时 Z 对 mZ 的 陪 集 分 解 的 个 数 是 六 ,外 0+ mZ,1+ 
ZL)+mZ. 亦 即 mZ 在 2 中 的 指数 为 可 
例 3 三 次 对 称 解 sy 有 31 个 元 素 , 它们 是 |， 2 3 
2 人 
3 让 3 2} 3 2 中 :ja 这 时 
1 2 3 i 2 3 
{ )a 1 3] 移 波 ss 的 子 汰 , 设 为 可 于 是 对 


1 23 1 23/123 
ss, 则 gH = = 
sels 3 «5 则 a 四 3 小 (; 2 jl He 


| ; : 牙 ( 2 站 因此 gH 关 ] 天 .表明 对 称 群 关于 某 个 
子 群 的 左 , 右 陪 集 分 解 一 般 是 不 相同 的 ， 

定义 设 末 是 的 子 群 ,如果 对 任意 的 x<G, 都 有 xz 有 = 
Hz, 或 即 开 = x !Hxz, 则 称 玉 是 G 的 正规 子 群 ， 

当 所 是 心 的 正规 子 群 , 册 G 对 囊 的 左 或 右 陪 集 分 解 是 相同 
的 .这 时 定 文 左 陪 集 的 一 个 (乘法 ) 运 算 为 :对 x, ye G, 则 (zxH) 
(yH) = (xy)H, 这 种 运算 与 左 陪 集 的 代表 选择 无 关 . 因此 子 群 理 
在 糯 G 中 全 体 左 (或 右 ) 陪 集 在 这 种 运算 之 下 构成 群 , 称 为 G 模 末 
商 群 , 记 为 G/ 于 .通常 以 G/H 的 陪 集成 员 xH 记 为 [xz] ,其 中 x 
是 [z] 的 一 个 代表 ,从 此 ,可 验证 G 到 G/ 开 存在 一 个 满 同 态 x;G 
一 G/FHI( 注 意 到 及 基 G 的 正规 子 群 ). 它 称 为 G 到 商 群 G/F 的 
自然 投影 . 

定义 设 广 G- 互 是 磋 G 到 群 昌 的 映射 , 当 它 满足 fg 
82)= f(g1) f(g2), gu ez, 此 中 "和 " "分别 表示 G 和 殖 
的 群 运算 ; 则 称 了 是 硒 @G 到 于 的 同 态 .集合 4-'(ej), 六 中 ej 基 
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群 丘 的 单位 元 , 它 是 G 的 子 群 , 称 为 同 次 f 的 核 , 记 为 Ker f. 而 
集合 KG) 也 是 HH 的 子 群 , 称 为 同 态 f 的 像 , 记 为 Im f. 当 Ker f 
=1G 的 单位 元 ec1, 即 f 的 核 是 G 的 平凡 群 , 则 称 /是 单 同 态 , 而 
当 Im f= HH, 则 了 称 了 为 满 同 态 . 当 既是 单 同 态 ,又 是 满 同 态 , 则 
称 /是 双 射 或 满 单 射 ;也 称 f 是 群 G 与 群 五 的 同 构 , 记 为 f:G 洋 
五 . 竺 当 了 是 群 G 到 自身 的 同 态 (或 同 构 ), 则 称 /是 G 的 自 同 态 
《或 自 回 构 } . 

恒 同 同 态 16:G 一 6G 是 G 到 自身 的 同 构 ,也 称 为 恒 同 同 构 、 

命题 5 设 f:G 一 H,,g:H>K 部 是 群 同 态 , 则 

(1) g*f:G>K 也 是 同 态 ; 

(2) 如 果 上 与 g 都 是 单 同 态 , 则 g*f 也 是 单 同 态 ; 

(3) 如果 了 与 8 部 是 满 同 态 , 则 g*f 也 是 满 同 态 ; 

(4) ”如果 /与 g 都 是 同 构 , 则 g。f 也 是 同 构 ; 

(5) 如果 g*f 是 同 构 , 则 上 了 是 单 回 态 ,而 且 g 是 满 

命题 6 设 1G,|。e PP 是 一 族 的 群 , 则 |G。|。e Tr 中 的 
是 一 个 等 价 关系 . ] 

定理 ( 同 态 基本 定理 ) 设 f;G 一 FH 是 群 同 态 , 则 Ker f 是 G 
的 正规 子 群 , Im 了 是 五 的 子 群 ;而 且 f 诺 导 出 同 构 f,:G/Ker f 
Im /. 

证 明 容易 验证 Ker f 是 G 的 正规 子 群 , 而且 Im 了 显然 是 开 
的 子 群 . 

现在 定义 f,:G/Ker f>Im ff 为 f,[g]= f(g), 其 中 ge G， 
(gle G/Ker f. 

首先 ,对 [g1], [gzjeE G/Ker f,f, (lg lg))=f.([g1g2)) 
=f(gD)f(g2) = 了 f,([g1]f,((g2)), 因 此 f. 是 同 态 . 

其 次 ,对 任意 的 xelm f, 则 有 geG 使 得 f(g)=relm f, 因 


可 


态 . | 
构 关 系 


可 
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而 有 g 在 G/Ker 7 的 左 陪 集 g Ker f; 它 在 f. 之 下 映 为 Fg). 所 
以 了 .是 满 同 态 . 

最 后 , 当 f.([g])=e(Jm 了 的 单位 元 ), 是 f(g)=e, 所 以 g 
EKer f. 因 此 [g] 是 G/Ker f 的 总 位 元 ,所 以 f, 是 单 同 态 .1 

推论 当 FG 一 五 是 满 同 态 , 则 FH 全 G/Ker f.1 

命题 设 A 与 B 分 罚 是 G 与 五 的 正规 子 群 , f:G 一 开 是 同 
态 而 且 /(4A)CB, 则 了 诱导 出 同 态 f, :G7A 一 王 / 有 .等 当 Fr G 兰 
五 , 且 满 足 Fa:A 衬 8B, 则 f, :G1A 衬 H/B. 

证 明 对 aeG, 记 [aje G/A, [ao] 是 集合 a4, 因 为 1A) 二 
Bf(a)e 昌 ,所 以 F(aA)CfAta)B= [f(a)]eH/B, 因 此 可 定义 
f,([a])=[f(a)] .于 是 对 [a], (az; EG/A,f([a)) = (f(a)) 
EH/BU=1,2) ;f(a ) [a])=f. a.as) = [f(a1) f(as): = 
Lee = fF (ay)F (Las)l), UM f,.:G/A~H/B 
是 司 态 . 

特 当 G 室 H 且 f|4: 有 A4 衬 B. 则 对 任 一 [zr?e 昌 /8B,[x) 的 代表 
元 xe H, 由 于 了 是 同 构 , 必 存在 唯一 的 gs 使 Ag)=<, 于 是 
[g] = 84 也是 唯一 的 , 它 满足 7.(Lg] = [LAFCs=[z], 所 以 广 ， 
是 满 射 .再 者 ,对 Hi/B 的 单位 元 [ep] = B, 它 在 上 之 下 的 完全 原 
像 是 ACG, 它 即 G/A 的 单位 元 ,表明 广 , 是 单 射 .因此 如 /4A 兰 
H/B. 1 

例 1 设 m 是 自然 数 ,g 是 群 G 的 m 阶 元 素 , 则 gg 生成 的 子 
群 A 是 mm 阶 循环 群 .对 整数 加 群 Z, zmZ 是 它们 的 正规 子 群 ,因此 
有 商 群 Z/ m2Z, 沁 为 Z。 

定义 设 4 与 昌都 是 群 ,在 集合 的 直 积 AXB 上 定义 一 个 运 
算 为 

(ab)(a b)=(an ,Ww ),aa EA,,b.b eB 
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于 是 (e, e ) 是 该 运算 的 单位 元 , 其 中 e,e 分 别 是 群 4 与 B 的 单位 
元 ,而 (a ',5“!) 则 是 (a,5) 的 逆 元 ,此 外 ,该 运算 还 满足 结合 
因此 直 积 A x B 在 上 述 运 算 之 下 构成 群 , 称 为 A 与 B 的 直 积 . 群 
的 直 积 可 推广 到 任意 有 限 个 或 无 限 多 个 因子 群 的 情况 . 


$2 交换 群 


交换 群 具有 许多 特殊 的 性 质 .对 交换 群 的 群 运算 记 为 "+ ,其 
单位 元 或 平凡 群 记 为 0. 本 节 中 所 讨论 的 群 都 是 交换 群 ， 

定义 设 A 与 B 是 群 G 的 子 姓 , 则 子 群 A+Bla+beGla 
eA,be B| 称 为 A 与 B 的 和 .推广 到 群 G 的 子 群 族 |A,1se (其 
中 每 个 A, 都 是 G 的 子 群 ) 的 和 , 记 为 号 A。 即 


忆 4 一 | 忆 xo| za€ A。, ue 全 :而且 除 有 限 个 a 之 外 ,z=0| 

定义 设 A 与 B 痢 是 G 的 子 群 ,如 果 G 的 任意 元 素 x 可 唯 
一 地 表 为 

r=a+tb,a€e A,beB. 

则 称 G 是 4 与 B 的 直 和 , 记 为 G= 4 四 B, 这 时 A 与 B 称 为 G 的 
直 加 项 . 

更 一 般 的 情况 , 设 | 4。1。e 是 G 的 一 族 子 群 , 如果 G 的 任意 
元 素 x 可 唯一 地 表 为 


二 了 aaoEA,aEps 而 且 除 有 限 个 a 之 外 , a。=0. 则 


Er 


称 G 为 该 族 子 群 14。1。e 的 直 和 , 记 为 G = 全 A; 其 中 ap (pe 
本 ) 称 为 元 素 守 a。 的 第 6 个 坐标 ， 
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命题 1 设 |4。i。eTr 是 群 G 的 一 族 子 群 , 则 G = 电 4。 的 充 
要 条 件 是 G= 翌 4。 而 且 对 任意 的 BeT, aon( EA)=0. 

证 明 设 G 是 子 群 族 iA,。1。e 的 直 和 , 则 任意 元 素 zeG 有 
唯一 表示 x = 如 gs, oe 4o,eeT( 其 中 除 有 限 个 外 .ae=0), 因 


此 GCC 总 4。 另 一 方面 忆 4. 忆 G 是 显然 的 , 因此 G= 己 4。. 
假如 xe As 几 ( 允 Ao), 则 x 可 表 为 cg + 了 0, 也 可 表 为 0+ 


po ,其 中 aoe Alae 耳 ). 由 直 和 表达 式 的 唯一 性 , 则 oo =0(a 
ET), 因 此 z=0. 

另 一 方面 ,从 G= 品 4, 对 任意 的 ze G, 可 表 为 x= 总 go 
aee AslaE 古 ), 如 果 又 可 表 为 避 a。, 则 对 任意 的 pe P, ap - ap 一 


D000 ), 由 子 Ap (BA) =0, 上 式 左 端 在 As 中 ,而 右 端 


在 怠 As 中 ,因此 ap' -ap=0, 从 而 o -a =0(aeT 卫 ). 因 此 xz 的 表 


达 式 唯一 ,所 以 A= 名 4,. 1 

命题 2 设 G=4 引 B,. 则 G/A 宇 B. 

证 明 因为 交换 群 的 子 群 总 是 正规 子 群 ,由 8$ 1 的 结论 , G/A 
a.1 

注 命题 2 的 逆 不 一 定 成 立 , 即 当 G/G 空 Gi, 并 不 保证 G 
= G/B6,. 

例如 整数 加 群 Z 的 子 群 2Z, 我们 有 Z/2Z = Z,, 但 是 2Z 并 
非 Z 的 直 加 项 .否则 的 话 ,假如 有 ZZ=2Z 旬 Zs, 则 Zs 实 Z/2Z 是 有 
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限 阶 子 群 , 而 Z 不 具有 限 阶 子 群 . 

命题 3 设 G= 电 4., 群 BCAoae 设 如 = 电 B. 风 
CG/HS@A/D,. 

证 明 由 假设 , G 是 诸 A,(ae 丁 ) 的 直 和 , 则 G 的 任 一 元 索 z 
可 唯一 地 表 为 工 一 守 aa, ao A,(ae 丁 ) .定义 了 : G™ @A./B, 为 
f(x)= 避 [ae],x= 卫 aoe G; 其 中 Laol 是 as 在 商 群 A。/B 的 陪 
集 . 

首先 对 守 [a。] € 四 A,/B,, 此 中 aoe A,CG,a, 是 [as] 的 代 
表 . 于 是 决定 唯一 的 g = 风 a。E 鳃 A。= G,g 在 G/H 的 陪 集 是 完 
全 确定 的 ,所 以 了 是 满 射 . 

其 次 ,对 余 4。/B, 的 单位 元 , 即 每 个 成 员 4。/B。 的 单位 元 的 
直 和 .由 假设 使 B。= 及 , 即 Ker f= 及 . 因 为 了 是 交换 群 的 满 射 , 因 
此 G/Rer fim f= @A./B..1 

定理 设 B 与 C 是 群 A 的 子 群 , 则 

{B+ CCEB/BNC. 

证 明 设 p:B+C=>B+C/C 是 自然 投影 , 令 p'=pls:B> 
(B+ C)/C, 则 p' 是 满 同 态 .然而 Ker 请 =Ker p 门 B= CNB, 根 
据 同 态 基本 定理 , 即 得 出 B/BNC 宇 (B+ CC.1 

定义 对 群 G 的 有 限 元 素 组 |zi rz 用 如果 存在 不 全 


为 零 的 驳 数 ni, 12，…, 各 便 得 包 nir; =0, 则 称 该 元 素 组 是 线性 相 
关 的 ;否则 称 为 线性 无 关 的 . 
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如 果 1zejepr 是 台 的 线性 无 关 组 , 而 且 对 任意 的 re C， 
zemUjzl 成 为 所 的 线性 相关 组 , 则 | zl er 称 为 G 的 极 大 
线性 无 关 组 . 

引 理 设 了 =|zxi.… xm! 与 Y=|y1,…, yr! 是 群 昌 的 两 
个 极 大 线性 无 美 组 , 则 m=. 

证 明 护 设 mw>n, 令 了 NY 了 = [yi,…,yi1,0Sk<n 因此 有 
工 二 yi=1,2,-…, 素 ), 由 于 的 极 大 线性 无 关 性 , 则 至 少 有 一 
个 所 区 . 国 为 如 果 所 有 的 y; 都 车 和 中, 则 Y 非 极 大 线性 无 关 . 
从 磋 的 极 大 线 狂 无 关 性 , 则 有 不 全 为 零 芍 整数 <;6 pa si 
cnc2,…, ci 使 得 

a = Scot Fg, (1) 
其 中 a 天 0, 而 且 | 刀 1 委 7 委 说 一 不 会 为 零 , 否 则 Y 不 是 极 大 
线性 无 关 组 ;不 妨 蛋 定 8, 尖 0. 于 是 X= yi re 
za 仍然 是 线性 无 英 组 ,否则 的 话 ,存在 et 42;,…, a 使 得 
写 sw+ 吕 ,aiz,=0. 由 于 XX 的 线性 无 关 作 ,ai .1 二 0. 将 上 式 到 
蕊 a 并 利用 式 (1) 得 出 

Sa + arrt t Cy + arribixari+t 号 (en + ar+1b,) 
x+y=0. 根 据 上 面 假定 , 其 中 ae+t5i 天 0, 这 个 关系 式 与 和 的 线 
性 无 关 人 性 矛 甘 .证 明了 下 是 线性 无 关 组 ， 

另 一 方面 ,对 总 一 个 ze 分 ,由 买 的 极 六 浅 性 无 关 性 , 必 存 在 
不 全 为 零 的 qd，,d,(i=1,…, m) 使 己 

人 + 二 dt 三 do 其 中 dz0， 
由 式 { 了 即 得 出 
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bd + Hd ey toes dh 

其 中 性 0. 攻 此 下 是 极 大 线性 无 关 组 ， 

依照 所 述 的 替 欣 过 程 ,对 满足 hh 一己 匣 的 h( 设 w= 
和 ,经 过 次 荣 换 六 的 成 员 为 Y 的 成 员 , 所 得 到 的 仍然 是 一 个 家 
大 线性 无 关 组 | yu …， yw ,11,…, x 这 与 Y 是 根 大 线性 无 关 
组 矛 盾 , 因此 n> 不 能 成 立 ,得 出 m<<#. 辣 理 证 明 m < 也 不 
能 成 立 ,得 出 各 < 从而 有 rm 一 

定义 当 群 G 有 一 个 由 个 元 过 构成 的 圾 大 线性 无 关 组 , 则 
该 正 整 数 a 称 为 冬 G 的 秩 . 记 为 ACG)= 

当 这 种 正 整数 不 存在 , 则 称 G 的 秩 是 无 穷 的 , 沁 为 o(G) 

例 1 整数 加 群 和 有 理 数 加 群 的 秩 者 是 1. 

例 ? 妆 群 的 元 素 都 是 有 限 阶 的 ,网 pfG) =0. 所 以 秩 为 
零 的 鲜 是 找 群 ， 

定理 设 形 是 知 G 的 子 群 ,由 

pO = 0H) ol CID W p(H) pL GY. 

证 明 设 Y= yy 和 2 = [ze (1 分 别 是 
种 GHH 的 线 福 无 关 组 , x, 表示 -xz] 的 代表 ,局 此 其 = ，1 
,| 是 的 线性 无 美 组 .否则 ,如果 存 在 不 全 为 罕 的 效 数 a 
j= 1 ,4) 合 得 


取 隧 集 之 后 得 出 总 :本 ] =0, 因 而 必须 名 =0(7 一 1,…, 让 从 比 a 
=0(i =1,…, 5) 因 此 得 出 p(G) 守 s+ 
当 p(H) 或 p(G/H) 为 x. 则 p(G}=% 
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当 efB) 与 pt(Gy 世 ) 沟 <o, 则 取 =p(H). = pOG/). 
因此 有 p(G) 关 pf(BF)+P(G7H) 

琵 下 的 还 须 证 明 X 是 CG 的 极 大 线 生 无 关 组 . 设 ge G, 它 是 陪 
集 [gjeG/H 的 代表 .根据 Z 的 航 大 线性 无 关 性 , 则 存在 不 多 为 
鹤 的 束 数 ,cu …, co 使 得 4 5g] + 澡 s[%] =0. 鞭 中 #0, 从 此 得 
出 y= jg+ 久 cs 是 日 的 元 素 . 根 据 Y 难 圾 大 线性 无 关 性 , 存 
在 不 全 为 零 的 整数 pd1,…,d, 使得 py ~- 衬 ds= 0 其 中 必 玉 


0. 以 上 面 的 y 的 表达 式 代入 , 得 出 mg + Sp + dyi=0. 此 
中 iu 六 0. 上 式 表明 XUHel 线 性 相关 ,证 明了 刁 约 极 大 线 必 无 关 
性 .因此 

PG)=s+tt=pH)+o(G/H).1 


8$3 有 限 生成 的 交换 群 


定义 ”对 交 染 群 G, 如果 存在 G 的 一 族 元 素 |g.1。e 使 得 G 
的 任意 元 素 可 唯一 地 表 为 = = 蜀 nog,, me Zas 7; 且 除 有 限 
个 «之 外 的 n。=0. 则 称 G 是 自由 交换 群 , 其 中 每 个 g。 的 阶 是 天 
限 的 , 即 每 个 g。 生成 一 个 无 限 循环 子 群 .该 族 元 素 18。1 ve 称 为 
G 的 一 个 基 , 它 是 G 的 一 个 最 大 级 性 无 关 组 ;请 整数 1。1。e r 称 
为 < 关于 基 |g,1.er 的 坐标 . 当 下 是 有 限 的 , 则 称 G 是 有 限 生 成 
的 , 基 的 个 数 浆 为 G 的 维 数 , 当 是 无 限 的 ,种 G 居 无 限 维 的 . 约 
定 平凡 群 旦 零 维 的 ， 
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注 任何 群 都 有 它 的 秩 , 而 只 有 自由 交换 群 才 有 维 数 的 概念 . 

对 于 有 限 生 成 的 交换 群 , 有 如 下 的 一 些 简单 性 质 ， 

命题 ”交换 群 G 具有 个 生成 元 的 充 要 条 件 是 ;存在 一 个 n 
维 自由 交换 群 F, 到 G 的 满 同 态 f: FF, 一 G, 因 此 G 实 F,/ker 了 . 

证 明 设 G 具 有 一 组 生成 元 g1,…, gs; 则 对 G 中 任 一 元 素 
8, 存 在 整数 a,(i=1,2,…,) 使 得 g = -ai 现在 假设 a 维 自 
由 交换 群 F, 以 X= |x1,…, x, 1 为 基底 .于 是 存在 着 对 应 :xi 一 
gi(i 三 1,…, nn), 它 在 F, 上 的 线性 扩充 f;F, 一 G 定义 为 对 x= 


训 are Pf(z)= 守 ah(x,)= 凡 agieG. 显 然 f 是 满 同 丰 ， 

另 一 方面 ,对 于 以 X= |x1,…, x,| 为 基底 的 a 维 自由 交换 
群 ,车 存在 一 个 满 同 态 f: ,一 G, 这 时 令 f(x,)=g, 则 GG 具有" 
个 生成 元 & (7 =1,…, nn). 由 于 /是 满 同 态 ,根据 #2 的 群 同 态 基 
本 定理 的 推论 , 则 得 CsF/ker 广 | 

推论 如 果 G 具有 个 生成 元 ,而 末 是 G 的 于 群 , 则 商 群 
G/H 也 具有 个 生成 元 . 

证 明 ”由 上 述 命题 ,这 时 G 是 维 自 由 群 ,的 同 态 像 .而 商 
群 G/H 又 是 G 经 过 自然 投影 的 满 同 态 的 像 , 即 有 F, -LG -> 
Gy/ 机, 此 中 了 与 x 均 为 满 同 态 ,所 以 G/ 了 H 也 是 FF, 到 CG/H 的 满 同 
态 x* 了 的 像 ,由 上 述 命题 ,G/H 也 具有 个 生成 元 .4 

推 伦 ”有限 生 成 的 交换 群 G 的 任 一 子 铬 也 是 有 限 生成 
的 ， 

证 明 设 避 有 个 生成 元 ,由 上 述 命题 ,G 是 ， 维 自由 群 F。 

到 G 的 满 同 态 f 的 像 . 对 于 子 群 末 , 则 广 !(H) 是 已 的 于 群 ,至 
多 是 n 维 自由 群 ,由 命题, 它 的 同 态 像 条 至 多 具有 个 生成 元 . 
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例 1 元 限 循环 群 是 1 维 自由 交换 群 ,也 称 为 自由 循环 群 . 

例 2 自由 交换 群 的 非 单位 元 ( 零 元 ) 都 是 无 限 阶 的 . 

例 3 ”有理数 加 群 Q 不 具有 限 生成 元 组 ,因此 它 不 是 有 限 维 
自由 交换 群 ,但 是 Q 的 秩 等 于 1, 即 po(Q)=1. 

例 4 如 果 G 与 G 都 是 ” 维 自由 群 , 则 CSG . 

在 这 一 节 最 后 , 我们 要 阑 明 有 限 生成 交换 群 的 构造 ,为 此 , 先 
引入 下 列 诸 引 理 ， 

引 理 1 设 ci,…,as(z>1) 是 不 全 为 零 的 整数 , 它们 的 最 大 
公 因 子 是 1, 则 存在 行列 式 等 于 1 的 ” 叭 整数 矩阵 A ,以 at,…av 
为 它 的 第 一 行 的 元 素 . 

证 明 当 w=2, 对 最 大 公 因 数 为 1 的 整数 ai 和 as, 则 存在 
整数 ri, ra 使 得 rias + raaz= 1. 这 时 和 矩阵 


Tr rn 
即 满足 引 理 的 结论 . 

假设 引 理 对 n 一 1 时 成 立 , 对 于 n 个 不 全 为 零 的 整数 al, …， 
an .假设 a1,…, a, -1 的 最 大 公 因 子 是 d, 令 a,=Bbd(i=1,…,n 一 
由), 则 51,…, 5 -1 的 最 大 公 因 子 等 于 1, 由 归纳 假设 , 存在 行列 式 
等 于 1 的 -1 阶 整 数 答 阵 


BL byl 
As-i= la A271 
Ga Qa- lm-l 


以 1,…,b, -1 为 第 1 行 、 
现 设 a, 与 4 的 最 大 公 因 子 等 于 1, 则 存在 整数 , t 使 得 sa， 
+ td =1. 作 和 给 阵 
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bd br-id an] 
Qa a ?| 
A,= | 
av -bl can-tn-l 0 
ts BL 2 Es bi -1 t 


它 满足 (一 1)" lia,es det A,!1+(- 1)"d det A = 
[( 一 1)" tase + td]detA, 1, 它 等 1, 只 当 ( 一 1)" 'e= +1. 困 此， 
当 适 当选 取 e= +1 或 -1 使 满足 (~1)”!e= +1, 则 得 出 detA， 
= +1. 这 时 相应 的 A, 即 满足 引 理 条 件 .1 

引 理 2 设 jg1,…, gs| 是 交换 群 G 的 生成 元 组 ;a1,…, a, 是 
不 全 为 零 的 整数 ,它们 的 公 因子 为 1. 则 可 选取 G 的 另 一 个 生成 
元 组 ,使 它 包含 alg1+…+ angs 作为 其 中 一 个 成 员 . 

证 明 由 上 面 引 理 1, 对 给 定 的 最 大 公 因子 等 于 1 为 各 数 组 
hal,…, 4,1, 存 在 n 阶 方 阵 A 满足 der4 =1, 并 且 以 该 整数 组 为 
第 工行 的 诸 元 素 .于 是 A 的 逆 方 阵 4 ! 存 在 而 且 4 ' 也 是 整数 方 
阵 , 记 行 矩阵 g = (g1…g, ) 的 转 置 为 (g4…g4) . 令 g=A Ag= 
Ag ,此 中 必 =Ag. 它 表示 G 的 生成 元 组 g 经 过 非 麻 异 线性 变 
换 4 转化 为 ,由 于 线性 无 关 组 经 过 非 奇异 线性 变换 仍然 是 线性 
无 关 组 , 它 仍然 是 G 的 生成 元 组 ,其 中 第 1 个 元 素 即 aigt+ … 上 十 
angw -上 

定理 设 G 是 有 限 生成 的 交换 群 ,而 且 G 中 除 零 元 之 外 , 无 
有 限 阶 元 素 , 则 G 是 自由 交换 群 . 

证 明 设 1g1,…, gt 是 有 限 生成 交换 群 G 的 个 数 最 少 生成 
元 组 .我 们 要 证 明 该 生成 元 组 的 任 一 线性 组 合 不 为 零 , 即 证 明 它 们 
是 G 的 一 组 基 . 否 则 的 话 , 假如 存在 不 全 为 零 的 整数 hj, …,》v 使 
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Ag;=0. 设 这 时 湛 2, 的 最 大 公 因 子 是 d, 令 d= a (i=1,…， 
7), 则 庄 和 的 公 因 子 是 1, 令 g = 多 ,由 上 面 的 引 理 ,对 避 的 
生成 元 组 fg1,…, g, | 和 最 大 公 因 子 为 1 的 鳖 数组 2 {i= 1、…， 
六 ,存在 G 的 男 一 个 生成 元 组 ,以 g 作为 它 的 一 个 成 员 , 而 这 时 
有 dg =0. 但 是 假设 的 条 件 是 G 中 除 零 元 外 , 无 有 限 阶 元 素 , 因 此 
8 =0. 与 假设 G 的 生成 元 组 最 少 个 数 为 > 巴 前 .因此 :g1,…, g.! 
是 自由 交换 群 G 的 基 , 】 

定理 设 忆 是 有 限 生成 的 交 挤 群 ,而 且 G 中 的 元 素 都 有 是 有 
限 阶 的 , 则 

GZ BDZ,. 
其 路 EZ, 多 >1(5=1,…,r) 而 且 整除 4.,1, 记 为 人 [47 一 
1 一) 

证 明 ”对 于 任 一 有 限 生成 的 交换 群 , 攻 有 一 个 整数 ~. 使 群 的 
生成 元 给 的 个 教 为 ~. 我 们 以 归纳 法 证 明定 理 . 当 ”= 1, 即 一 个 生 
成 元 5u 而 且 是 具有 阶 为 6. 的 交换 群 , 则 它 必 取 形 式 Zo 49 > 
1), 即 GG 全 Ze ,假设 定理 对 r 一 1 的 情况 成 立 .于 是 ,对 于 7 个 生 
成 元 的 情况 , 其 中 必 有 一 个 生成 元 其 最 小 的 阶 8., 其 会 的 +-1 个 
生成 元 g1,…,g; 分 别 具 阶 数 8,,…, 8,, 它们 生成 6 的 子 群 G,. 根 
据 归 纳 假设 ,G1 衬 Zo 加 … 旬 Zo 而 且 B.18,41(1==2,…,7). 我 们 要 
证 明 这 时 G 兰 Z, 四 G, 即 证 明 zy 站 G1 =10f. 

假如 以 gi 为 基 的 子 群 具 阶 6, 与 子 群 G, 的 交 非 空 ,有 奸 存 在 
两 个 子 群 的 公共 元 素 r, 则 zx 可 表 为 alglb 又 可 表 为 G1 的 元 素 
42g1 十 + agr. 即 存在 不 全 为 零 的 整数 a142;…,a; 使 得 


QB1= 4282 t+ argr, 
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左边 是 Zo 中 的 元 素 ,而 右边 是 G 中 的 元 素 , 由 于 gl 的 阶 是 91， 
十 式 中 0<al<<01. 现 设 诸 a,(i=1,…,r) 的 最 大 公 因 子 为 4, 则 


a 


学 ,…, 字 有 具 最 大 公 因子 ,它们 是 G 的 生成 元 组 ;由 前 面 引 理 , 存 
在 G 的 一 个 生成 元 组 ,以 


如 二 g++ Fg, — og: 
为 一 个 成 员 . 但 这 时 g 的 阶 是 4d(d 筷 al<91), 与 G 中 元 素 最 小 的 
阶 为 9 矛盾 ,因此 Zo 站 G1=101, 而 是 gi 的 阶 是 91, 从 此 得 出 
GZ DZ D DZ,. 
最 后 还 要 证 明 8; | 0,,1. 如 朵 8, 不 能 整除 9,41, 将 生成 元 组 
1g …, gr| 换 为 lg1 ,…, 8g, 1, 其 中 


| 
有 一 和 
于 是 G 兰 Zgv 田 … 田 zz , 则 诸 g& 的 阶 2 分 别 是 


(i=1) 
ep 1 。 (i=2,…,r) 其 中 ,是 8:-( 和 6 的 最 大 


公 因 子 . 
上 式 当 +=1 显然 成 立 . 假 设 对 r =i 一 1 时 ,上 式 成 立 , 即 车 8 -1 
gi-1 =0; 于 是 


. 0 . 0 
Og, 一 了 (2 Bt (bg)=0 


要 证 明 这 时 g, 的 阶 是 9 ,还 须 证 明 若 有 整数 3 使 5g, = 0, 则 9 必 
是 9, 的 倍数 , 亦 即 6 15. 为 此 , 设 6g; = 6(g.-! + 8)=6gi-1+ 
6g; = 0, 则 应 有 6g,-( =0 和 6g;=0, 由 于 g,-| 与 & 阶 分 别 为 
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乡 -和 总, 因此 8 113 且 刀 13, 根 据 5 的 表达 式 ,8 -与 6 的 最 
小 公 售 数 8 也 满足 & 13. 完 成 了 & 是 g 的 验 的 证 旺 
而 且 6G 兰 zz DOD 


其 中 诸 所 满足 关系 起 = 8 


公 因 子 , 因 此 5.16..1.1 

定义 设 G 为 有 限 生 成 的 交换 群 . 则 G 和 所 有 的 有 限 阶 元 
素 组 成 G 的 挠 子 群 , 二 述 定理 和 诸 正 整数 8, 称 为 令 系 数 . 

定理 设 G 是 有 限 生 成 的 交换 群 ,了 是 上 的 挠 子 群 , 则 G/ 
工 是 自由 交换 群 ,而 且 

GT 四 6G7T. 

证 明 设 忆 是 有 限 生 戌 前 交 次 群 ,了 是 有 眼 生 成 前 , 则 G/T 
也 是 有 限 生成 的 .对 于 G/T 的 任意 元 素 g+ T(ge 信 ), 此 中 了 是 
G 的 挠 子 群 .如 果 存 在 正 整数 n 使 得 n(g + T)=xng+ 了 是 有 中 
阶 的 话 , 即 ng + TeT, 则 应 有 ngeT. 因 此 存在 正 整数 zm 使 mng 
=0eG, 则 geT. 因 而 g+ 人 了 是 G/T 的 零 元 素 , 亦 即 G/T 的 有 
限 阶 元 素 必 为 丁 的 元 素 , 从 上 比 得 知 G/T 的 非 零 元 察 必定 是 元 限 
齐 汶 ,它们 构成 自 汉 的 交换 群 . 

至 于 定理 的 最 后 一 个 结论 ,我 们 从 正 合 序 列 

DT /T+0, 
其 中 i 是 内 第 ,x 是 自然 投影 .因为 存在 着 同 态 p: G/T 一 避 由 
pftg 二 T)=gEEC 所 决定 .显然 .r(g)=g+T, 所 以 rp=lcrr， 
表明 沪 序 列 是 分 裂 的 ,因此 
csT@G/T.1 
定理 《有 强生 成 的 交换 人 属 的 基本 定理 } 设 局 为 有 限 生 成 的 


名 + 


人 ), a 是 如 与 4- 的 最 大 
国 
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交换 群 , 则 
GZ 由 … 册 7 已 7 TDL (1) 


其 中 mw,r 和 诸 6(i=1,2,…, +) 痢 是 正 整 数 , 9. >1 而 且 久 19. ,1 
(i=1, ,1). 

这 时 从 G 的 页 是 p1, 找 系数 是 (i =1,…,; 式 (1) 称 为 G 
的 标准 分 解 . 

自由 群 的 秩 mx 和 诸 挠 系数 >1(i=1,…, +} 由 群 G 完全 决 
定 ,它们 称 为 的 不 变 芋 完全 组 ， 

证 明 分解 式 (IT) 的 在 在 狂 乃 前 述 定理 的 一 种 表达 形式 ,这 对 
工 表 为 Zo 外 … 四 zo ,而 G/T 是 m 个 生成 元 的 自由 交换 群 , 即 A 
= C/TZO…BZ. 


还 须 证 明 自 由 群 部 分 的 维 数 m = p(G/T) 以 及 抄 子 群 的 诸 
浇 系 数 8，… 8, 均 庄 G 完全 确定 . 亦 即 证 明 分 解 式 (1) 是 唯一 的 . 

设 G 的 分 鲜 式 如 (1) 所 示 - 因 为 G 的 挠 子 群 了 是 习 中 有 限 阶 
元 家 组 成 的 子 八 , 当 我 们 把 式 (1) 中 的 Zo 田 … 轩 加 看 为 G 的 子 
群 , 则 它 当然 包 舍 在 本 中 , 即 Zo 多 … 外 Zo 己 T. 另 方面 ,假如 GG 
中 有 某 个 有 限 阶 (不 妨 假设 为 9 阶 ) 元 素 zx, 好 ar=0. 则 >x 可 记 
为 x=a+6, 其 中 aeA=G/T,beZs DB…DZs 由 于 g(a+6)= 
OFM ad la +6)=0. 而 be Zo,0b=0 Ha= g(a+b)— 
6 必 , 因 为 右边 为 零 . 所 以 左边 亦 为 等 ,而 由 于 ae4, 这 草 涵 a = 
0. 表 明了 和 包 食 在 Do, 下 … 田 Zr 之 中 ,因此 人 了 = Za 四 … 田 Z .从 而 
得 知 G/T= 4 是 自由 的 . 忆 关 系 式 ofG)= p(T)+p(G/T), 
与 p(T)=0 得 出 os(G)=p(G/T} 所 以 自由 群 部 分 G/T 的 维 数 
让 GG 的 秩 完全 次 定 . 


际 录 交换 群 … 215 ， 


到 下 的 还 须 证 明子 群 T 的 诸 挠 系数 4%(r= 1…,r) 由 群 G 
本 身 所 确定 . 


不 难 证 明 wnZ 的 阶 是 pw 了 ,其 中 ( m,n) 是 mw 与 的 最 大 
公 因 子 ,从 局 的 宣 贡 分 角 式 ) 这 时 
T= .8%DD, 


对 任 一 正 整数 n 定义 同 态 f:T 一 ~nT 为 长 xz) 一 nx xcT， 
则 同 态 计 的 像 oT=nZs, 人 B…@nZs 的 阶 是 G 的 不 变 其 .区 为 六 的 
核 等 于 Zoo 四 Zoo) 田 一 四 Zoo 因此 zaT 宕 TyperFs Zyl 
Ze .0 四 … 四 Zr Zie 了 斌 以 2T 的 阶 
、 wh 6 
PT TO Ua) Cy 
此 中 冬 个 因子 都 是 大 于 或 等 于 1 的 正 整 数 .由 于 9.19415i=1， 
,+ 一 1), 因此 车 有 一 个 因子 等 于 1, 则 该 因子 之 前 浴 因 子 必 均 等 
1. 法 在 记 "区 i 个 因子 的 箭 积 为 
2 0, 
多 (一 研 OY CB) CB 
当 #= 和 6 , 则 ptfn)=1; 当 0<a<b, 则 史 (z) 天 1. 共 此 得 知 到 
是 使 g(x)=1 的 n 的 最 小 值 , 氏 为 wg(n) 是 "7 的 阶 . 表 雨 8 由 
G 完全 决定 ;而 0 是 使 9 的 2 的 最 小 值 ,因此 这 时 总 也 


是 使 4T 的 蕉 pa) = 7 一 tB 的 的 我 小 信 , 依次 归 


然 地 证 明 8., 8, .1,…. 8 ,的 不 变性 妈 斑 肖 6 的 不 变性 .这 也 就 
证 明了 诸 gr= 1 …,z) 的 不 变性 , 即 由 G 的 子 群 耻 完全 确定 . 
1 


和 
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